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Новый метод расчёта параметров  
цифровых фильтров нижних частот

Цифровые фильтры обрабатывают цифровые сигналы с целью 
выделения, подавления или коррекции определённых частот. Цифровые 
фильтры отличает высокая точность и стабильность параметров, но 
полоса частот ограничена частотой дискретизации сигнала (трудно 
работать в режиме on-line с ВЧ-сигналами, так как вычисления должны 
быть завершены в течение периода дискретизации). Поиск путей 
совершенствования методов расчёта, проектирования и применения 
цифровых фильтров продолжается и сегодня. Автор знакомит читателей 
с новым методом расчёта параметров цифровых фильтров нижних 
частот и некоторой особенностью их использования.

Николай Захаров (г. Лыткарино, Московская обл.)

Введение

Теория цифровой обработки сигна-

лов и, в частности, цифровых фильт- 

ров (ЦФ), основанная на базе со- 

временной вычислительной техни-

ки и достижений классической мате-

матики, содержит обширный список 

литературы. Однако, несмотря на полу-

ченные впечатляющие результаты, 

нельзя сказать, что развитие этой тео-

рии завершено. Свидетельством это-

го является существование большого 

количества методов анализа и синте-

за ЦФ [1–3]. Поэтому задача создания 

более простых методов при проектиро-

вании и эффективных при использова-

нии ЦФ остаётся актуальной и в насто-

ящее время.

Цифровые фильтры могут быть 

отнесены, говоря в общем, к катего-

рии чисто математических систем. 

Поэтому одни ЦФ имеют в каче-

стве прототипов аналоговые филь-

тры, другие – не имеют. В общей тео-

рии систем для описания физиче-

ских (и математических) процессов 

используются различные виды урав-

нений: интегро-дифференциальные, 

интегральные, дифференциальные – 

в обыкновенных и частных произво-

дных и алгебраические. В некоторых 

случаях существует непосредственная 

взаимосвязь между решениями, полу-

чаемыми из разных видов этих урав-

нений. Например, в публикации Воль-

терра [2] имеется замечание о том, что 

решения интегро-дифференциаль-

ных уравнений могут быть получены 

из фундаментальных решений неко-

торых связанных с ними обыкновен-

ных дифференциальных уравнений. 

Однако при анализе и синтезе систем 

управления и их звеньев, а также циф-

ровых и аналоговых фильтров, оказа-

лось, что использование явных реше-

ний указанных выше уравнений, как 

нелинейных, так и линейных, явля-

ется непродуктивным из-за трудно-

сти получения с помощью этих реше-

ний зависимостей, непосредствен-

но связывающих процессы на входе 

и выходе систем. По этой причине для 

линейных уравнений были разрабо-

таны методы получения аналитиче-

ских решений в виде операторной 

связи непосредственно между функ-

циями, определяющими процессы 

на входе и выходе систем. Для этой 

цели были введены следующие поня-

тия: передаточная функция, переход-

ная и импульсная переходная функ-

ция, интеграл свёртки.

Рассмотрим наиболее простой опера-

тор, представляющий собой математи-

ческое звено, описываемое линейным 

алгебраическим равенством:

	 	 (1)

где х(t) и y(t) – функции времени, 

характеризующие процессы соответ-

ственно на входе и выходе звена.

Сами эти функции не обязательно 

должны быть линейными, но опреде-

лённые ограничения, связанные с их 

физической реализацией и требова-

ниями, исходящими из математиче-

ских методов преобразований, име-

ют место. Оператор  в равенстве (1) 

является в данном случае просто чис-

ленным коэффициентом, определяю-

щим амплитудный характер искаже-

ния входной функции, проходящей  

в виде сигнала через рассматривае-

мое звено. Другими примерами опе-

раторов могут служить операторы 

дифференцирования  и инте-

грирования . Совместно с алге-

браическим оператором они обра-

зуют дифференциальный оператор, 

который, воздействуя на гармониче-

ский сигнал на входе звена, вызыва-

ет амплитудные и фазовые искажения. 

При этом интенсивность искажения 

амплитуд и фаз гармоник функцио-

нально зависит от частоты. Следует 

иметь в виду, что в одних случаях воз-

действие дифференциального опера-

тора рассматривается как искажение 

сигнала, а в других – как положитель-

ное явление, позволяющее проводить 

необходимые преобразования сиг-

налов. Следует также указать на осо-

бо важную роль, которую играют при 

анализе и синтезе систем гармониче-

ские сигналы, построенные на базе 

особого класса периодических три-

гонометрических функций – синуса 

и косинуса. При прохождении через 

линейные системы они не изменяют 

своей формы и обладают рядом уни-

кальных свойств (гладкость, опреде-

ляемая бесконечной дифференциру-

емостью, инвариантность при сдвиге, 

ограниченность диапазона значе-

ний, совместное представление обо-

их в единой комплексной экспоненте), 

которые позволяют им служить в каче-

стве базовых элементов в структуре 

разложения периодических и непе-

риодических функций. Эти тригоно-

метрические функции, естественным 

периодом которых является полный 

угол (2π), могут быть периодически 

представлены и при любых других 

единицах измерения аргумента, если 

соблюдать кратность естественного 

периода и какого-либо иного, харак-

теризуемого некоторым числом T.

Таким образом, обыкновенное диф-

ференциальное уравнение вида

	 	 (2)

может быть представлено в следующей 

операторной форме:

	

.

	
(3)
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Если к суммируемым функциям урав-

нения (2) применить интегральное пре-

образование Фурье или Лапласа [4], 

то вместо формальных операторов p 

в уравнении (3), указывающих на поря-

док производных, появятся множите-

ли в виде степенных функций от мни-

мого (jω) или комплексного (s = c + jω)

аргумента. С помощью этих функций 

легко получить два многочлена, име-

ющих степени N и M (N > M), которые 

относятся, соответственно, к левой 

и  правой частям уравнения (2). При 

делении многочленов – левого на пра-

вый – получаем дробно-рациональную 

функцию, которую в случае преобразо-

вания Фурье принято называть частот-

ной функцией F(jω), а в случае преоб-

разования Лапласа – передаточной 

функцией W(s). Заметим, что преоб-

разование Лапласа позволяет расши-

рить класс функций, к которым может 

быть применено интегральное преоб-

разование. Функции этого расширен-

ного класса принято называть ориги-

налами по причине того, что на них 

накладывается математическое огра-

ничение: они должны быть равны нулю 

при отрицательных значениях своих 

аргументов. Причину этого легко уяс-

нить, обратив внимание на неограни-

ченный рост экспоненты с действи-

тельным положительным показате-

лем степени. Поэтому преобразование 

Лапласа в большей степени представ-

ляет интерес для изучения переходных 

процессов, имеющих нулевое значе-

ние до появления возмущения. Заме-

тим, что математический смысл инте-

гральных преобразований можно уяс-

нить путём сопоставления их с методом 

замены переменной интегрирования 

некоторой функцией другого аргу-

мента, который применяется в инте-

гральном исчислении. При интеграль-

ном преобразовании осуществляется 

переход от исходной функции к неко-

торой другой (желательно более про-

стой) с помощью подходящей допол-

нительной функции с двумя аргумента-

ми, вводимой под знак интеграла. При 

этом важно, чтобы существовало обрат-

ное преобразование. Интеграл Лапла-

са имеет следующий вид:

.

Следует заметить, что необходи-

мо различать спектры относитель-

ных амплитуд гармоник в частотных 

и передаточных функциях и абсолют-

ных величин амплитуд спектров в пре-

образованиях Фурье и Лапласа. Функ-

ции интегральных преобразований 

характеризуют спектральные плотно-

сти амплитуд гармонических составля-

ющих воздействий на входе и соответ-

ствующих реакций на выходе систем, 

которые не являются реально суще-

ствующими гармониками в преобра-

зуемых функциях. Это чисто математи-

ческие сущности, подобные, например, 

степенным или тригонометрическим 

функциям в соответствующих рядах. 

Физическая сущность возникает тогда, 

когда рассматриваются частотные или 

передаточные функции, характеризу-

ющие свойства систем. Заметим так-

же, что решение интеграла Лапласа не 

представляет, говоря в общем, каких-

либо существенных трудностей. Для 

дальнейшего изложения потребуются 

формулы преобразования Лапласа еди-

ничной ступенчатой функции с обыч-

ным и запаздывающим аргументами, 

которые имеют следующий вид:

	

	 	 (4)

Из приведённых формул видно, что 

запаздыванию функции во временно′ й 

области соответствует умножение её 

изображения в частотной области на 

экспоненту e–sτ. Отметим ещё одно свой-

ство преобразования Лапласа. Упомя-

нутая выше дробно-рациональная 

функция, получившая название переда-

точной функции, позволяет по извест-

ному изображению входной функции 

системы получить изображение выход-

ной функции согласно выражению:

	

	 Y(s) = W(s)X(s). 	 (5)

Применив в формуле (5) обратное 

преобразование Лапласа для функ-

ции Y(s), получим временну′ю функ-

цию (реакцию) на выходе системы.

Рассмотрим теперь другой способ 

решения уравнений, используемых 

для описания систем, который позво-

ляет с помощью формулы интеграла 

свёртки получать интегральную зави-

симость выходной функции системы 

от входной функции во временно′ й 

области. Для уяснения понятия инте-

грала свёртки полезно ввести в рассмо-

трение интегральное уравнение Воль-

терры первого рода, которое имеет сле-

дующий вид:

	 	 (6)

В этом уравнении искомой функ-

цией является x(τ). Вторая функция – 

ядро k(t,τ), стоящая под знаком инте-

грала, полагается известной. Она 

характеризует свойства системы. Кро-

ме того, функция в левой части равен-

ства (6) также полагается известной. 

В работе Вольтерры [2] имеется заме-

чание о том, что интегральные уравне-

ния можно рассматривать в качестве 

предельного случая систем линейных 

обыкновенных дифференциальных 

уравнений. Понятно, что система 

таких уравнений может быть сведена 

к одному уравнению типа (2). В том 

случае, когда ядро является известной 

функцией запаздывающего аргумента 

и, кроме того, известна входная функ-

ция x(τ), то из уравнения (6) выводим 

формулу, получившую название инте-

грала свёртки:

Отметим, что разностный (запазды-

вающий) аргумент для ядер интеграль-

ных уравнений первым ввёл в рассмот

рение, согласно работам Вольтерры [2], 

Н.Я. Сонин в 1880 году. Было показано, 

что если аргументом ядра интеграль-

ного уравнения (6) является разность 

(t – τ), то его решение можно получить 

с помощью интегрального преобра-

зования Лапласа. В преобразованном 

виде решение это принимает следую-

щий вид:

	 .	 (7)

Из сопоставления формул (5) и (7) 

видно, что решения уравнений (2) 

и (6) идентичны. В дальнейшем, при 

детальном изучении формулы свёрт-

ки, было доказано (теорема Бореля), 

что преобразование Лапласа от свёрт-

ки равно произведению изображе-

ний от подынтегральных функций 

x(t) и k(t) при условии, что они – ори-

гиналы. Кроме того, с помощью пре-

образования Лапласа были получены 

и другие важные результаты для теории 

систем типа вход–выход. Если в каче-

стве ядра свёртки использовать пере-

ходные функции или их производные 

(импульсные переходные функции), то 

имеют место равенства, получившие 

название интегралов Дюамеля. При-

ведём одно из этих равенств, необхо-

димое в данном случае:

Если учесть, что h(0) = 0 и сделать 

подстановку , то форму-
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лу свёртки можно записать в следую-

щем простом виде:

	 	 (8)

Отметим, что в подынтегральных 

функциях формулы (8) произведена 

взаимная замена аргументов на осно-

вании свойства симметрии свёртки.

Анализ структуры цифровых 
фильтров

Теперь, с учётом изложенных преоб-

разований, легко сделать анализ струк-

туры ЦФ. Очевидно, что они должны 

быть основаны на конечно-разност-

ном описании систем с помощью урав-

нения типа (2) или формулы свёртки (8). 

При этом видно, что дифференциал ядра 

свёртки в формуле (8) будет порож-

дать последовательность коэффициен-

тов, равных приращениям переходной 

функции. Обозначая номера дискретных 

точек текущего непрерывного аргумента 

через i, номера дискретных точек запаз-

дывающего аргумента через n и перехо-

дя с помощью численного интегрирова-

ния методом прямоугольников от инте-

грала свёртки к сумме линейной формы 

(свёрточной сумме), получаем:

	 	 (9)

где n = 1…N.
Заметим, что индекс относится к пра-

вой границе промежутка, а число  равно 

числу промежутков (шагов), содержа-

щихся в интервале длительности пере-

ходного процесса h(τ). Переходные 

процессы, получаемые путём аналити-

ческого решения дифференциального 

уравнения (2), имеют бесконечную дли-

тельность. При составлении импульс-

ной переходной функции (ИПФ) 

с помощью приращений переходной 

функции в дискретном виде будет полу-

чаться большое число коэффициентов. 

Однако понятно, что удаляться до бес-

конечности по оси абсцисс не потребу-

ется, так как приращения будут умень-

шаться, и при некоторых малых значе-

ниях их можно будет отбросить.

На рисунке 1а приведён пример полу-

чения коэффициентов ИПФ с помощью 

аналоговой переходной функции апе-

риодического звена. Существуют два 

способа сокращения количества коэф-

фициентов ИПФ. Первый из них осно-

ван на алгоритмах численного решения 

дифференциального уравнения (2), 

получаемых путём перехода к разност-

ному уравнению. Варианты этого спо-

соба будут рассмотрены далее, а сейчас 

рассмотрим второй способ.

Так как ЦФ представляет собой мате-

матическую систему, переходной про-

цесс можно искусственно сократить, 

сделав его в виде ломаной линии (см. 

рис. 1б). Одна из переходных функций 

представлена на рисунке в виде прямой 

линии, имеющей изломы только в нача-

ле и в конце переходного процесса. Она 

порождает ИПФ с одинаковыми значе-

ниями коэффициентов. Такой ЦФ при-

нято называть фильтром скользящего 

арифметического среднего. На этом же 

рисунке показаны другие переходные 

процессы, определяющие ИПФ с раз-

ными значениями коэффициентов.

Цифровые фильтры с коэффициен-

тами ИПФ, получаемыми путём пере-

хода к разностному уравнению (пер-

вый способ), принято называть ЦФ 

с бесконечной импульсной характе-

ристикой (БИХ), а вторым способом – 

с конечной импульсной характеристи-

кой (КИХ). Далее будем различать ЦФ 

с чётным и нечётным числом коэффи-

циентов, а также, что более важно, по 

симметричности и асимметричности 

значений этих коэффициентов отно-

сительно центра образованной ими 

последовательности.

Новый метод расчёта 
симметричных 
нерекурсивных ЦФ

Перейдём к описанию алгоритма 

предлагаемого здесь нового метода 

расчёта симметричных нерекурсивных 

ЦФ. Суть этого метода состоит в цикли-

ческом расчёте частотных характери-

стик ЦФ по алгоритму, составленно-

му для каскадной формы трёхточеч-

ных ЦФ [1, 3]. Такие ЦФ использованы 

здесь в качестве элементарных зве-

ньев. Существуют два вида минималь-

но-количественных ЦФ. Один из них – 

чётный. Он имеет два коэффициента: 

{a1, a2}. Второй – нечётный. Он имеет 

три коэффициента: {a1, a2, a3}.  Напом-

ним, что  ai = ∆hi = hi – hi–1, где i = 1…N. 

Минимально-количественные ЦФ важ-

ны потому, что их можно характери-

зовать только одним коэффициентом. 

Сумма всех коэффициентов ЦФ равна 

сумме приращений переходного про-

цесса на единичное ступенчатое воз-

действие. Для двухточечных ЦФ име-

ем: a1 = 1 – a2.  Для симметричных трёх-

точечных ЦФ имеет место равенство 

a1  = a3, поэтому они тоже однозначно 

определяются заданием только одного 

коэффициента. Например, если задать 

a2, то a1 = a3 = (1 – a2)/2.

Симметричные ЦФ обладают весь-

ма важными свойствами. Например, 

если входная функция задана таблич-

но, то имеется возможность исключить 

искажение фаз гармоник, содержащих-

ся в её спектре. В других случаях полу-

чается линейная зависимость фазовой 

характеристики от частоты, аналогич-

ная зависимости звеньев транспортно-

го запаздывания. Величина этого запаз-

дывания равна . Отметим, 

что для двухточечных ЦФ существует 

только один вариант, при котором они 

могут быть симметричны, а именно: 

a1 = a2 = 0,5, из-за чего эти ЦФ исполь-

зуются редко. Что же касается трёхто-

чечных ЦФ, то для них существует бес-

конечное множество вариантов, при 

которых a1  = a3. 

На рисунке 2 приведены логарифми-

ческие амплитудно-частотные харак-

теристики (ЛАХ) трёхточечных симме-

тричных ЦФ, полученные при различ-

ных значениях a2. Острые пики ЛАХ, 

направленные вниз, соответствуют 

Рис. 1. Коэффициенты импульсной переходной функции соответствуют ординатам переходной 

функции, являющейся решением дифференциального уравнения (а), и произвольно заданным 

переходным функциям (б)
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логарифму ординат обычных ампли-

тудно-частотных характеристик (АЧХ) 

ЦФ, близких к абсциссам их нулевых 

значений.

Абсциссы нулей АЧХ зависят толь-

ко от a2, что видно на рисунке 2. При 

этом значение a2 = 0,5 является пре-

дельным в том смысле, что при a2 > 0,5 

АЧХ вместо нуля имеет точку миниму-

ма с абсциссой, равной частоте fmax/2, 

где . Эта частота является гра-

ницей области наложения частот. Зна-

чение ординаты ЛАХ при a2 > 0,5 зави-

сит от величины a2. Гармоники, частоты 

которых принадлежат области нало-

жения, дискретным способом не вос-

производятся – они как бы отсутству-

ют. Вместо них получаются гармоники 

с другими частотами, расположенны-

ми в области нижних частот (f < fmax/2), 

в которую они переходят по правилу 

симметрии относительно граничной 

частоты. Это правило легко уяснить, 

если раскрыть дискретную структуру 

гармоники. Заметим, что нижние часто-

ты области наложения, диапазон зна-

чений которых равен ширине полосы 

заграждения ЦФ, переходят по прави-

лу симметрии в эту полосу и там пода-

вляются. Следовательно, в полосу про-

пускаемых частот ЦФ могут перехо-

дить только те гармоники из области 

наложения, значения частот которых 

превышают интервал полосы заграж-

дения. На рисунке 2 видно, что при 

уменьшении a2 ноль АЧХ трёхточеч-

ного ЦФ перемещается влево и, одно-

временно, происходит нежелательный 

подъём правой ветви ЛАХ, которая при 

a2 = 0 касается оси абсцисс. Дальнейшее 

уменьшение a2 в сторону отрицатель-

ных его значений приводит к усилению 

высоких частот полосы заграждения 

ЦФ. Заметим, что это обстоятельство 

не является препятствием для синтеза 

ЦФ с более широкой полосой заграж-

дения, чем получается при a2 = 0 (ноль 

АЧХ на частоте fmax/4). Левая граница 

полосы заграждения является величи-

ной, задаваемой при проектировании 

ЦФ. Она определяется тем из входящих 

в каскад трёхточечным ЦФ, у которого 

a2 имеет наименьшее значение по срав-

нению с остальными.

Выведем формулу, с помощью кото-

рой можно определить значение a2 

для заданного значения частоты. АЧХ 

на этой частоте должно быть равно 

нулю. С помощью формулы (9) запи-

шем выражение для трёхточечного 

ЦФ в форме, удобной для дальнейше-

го анализа:

Применим к этому равенству пре-

образование Лапласа с учётом поло-

жительных и отрицательных (опере-

жающих и запаздывающих) сдвигов 

абсцисс входной функции:

Из последнего равенства получаем 

передаточную функцию

от которой переходим к частотной 

характеристике, полагая s = jω и исполь-

зуя одну из формул Эйлера для ком-

плексных экспонент:

Из последнего равенства легко нахо-

дим значение a2 для случая, когда A(ω) = 0:

	 	 (10)

По этой формуле можно получить 

значение a2 для любого значения 

относительной частоты  (относи-

тельную частоту обозначим через w). 

Например, при  w = 0,5 (это грани-

ца области наложения частот) имеем 

cos (π) = –1  и поэтому a2 = 0,5. Для дру-

гой характерной точки w = 0,25 име-

ем  = 0 и, следовательно, a2 = 0. 

С помощью формулы (10) могут быть 

получены значения a2 для любых дру-

гих точек w из диапазона (0…0,5).

Упорядоченное каскадное 
соединение трёхточечных ЦФ

Интерес представляет непроизволь-

ный набор точек относительных частот, 

в которых ординаты АЧХ равны нулю, 

а такое их распределение, при котором 

суммарная ЛАХ каскадно-соединённых 

трёхточечных ЦФ будет иметь в полосе 

заграждения последовательность греб-

ней, максимумы которых расположены 

на горизонтальной прямой линии.

В качестве первого приближения 

к такой ЛАХ рассмотрим случай раз-

биения отрезка оси относительных 

частот в полосе заграждения ЦФ на 

(N – 1) частей, где N  – число трёхто-

чечных ЦФ. Отметим, что в этом случае 

трёхточечный ЦФ получит ноль АЧХ, 

совпадающий с границей наложения 

частот. Для увеличения степени пода-

вления частот желательно сдвинуть 

его влево (внутрь полосы загражде-

ния) так, чтобы ордината правой ветви 

ЛАХ этого ЦФ, абсцисса которой совпа-

дает с границей наложения, оказалась 

бы на горизонтальной линии максиму-

мов гребней. С учётом этого сдвига шаг 

дискретизации по частоте можно опре-

делить по формуле:

где wmax = 0,5.

На рисунке 3а представлена ЛАХ 

каскада из девяти трёхточечных ЦФ, 

нули которой определены с помощью 

последовательного суммирования шагов 

по приведённой выше формуле: wi =  

= wmin + dw  Из рисунка видно, что греб-

ни ЛАХ расположены наклонно (отрица-

тельный наклон). Этот «дефект» можно 

исправить, если воспользоваться следу-

ющей формулой разбиения оси относи-

тельных частот в полосе подавления:

	 ,	 (11)

где n – порядковый номер трёхточеч-

ных ЦФ, а k – коэффициент, который 

вычисляется по формуле: . 

ЛАХ, представленная на рисунке 3б, 

рассчитана тоже для девяти коэффи-

циентов a2, но они получены с исполь-

зованием формулы (11) при  m = 1,4 

(wmin = 0,25). С помощью небольшого 

изменения значения m можно полу-

чить ещё более точную горизонталь-

ность расположения гребней ЛАХ. 

В общем случае при проектировании 

ЦФ значение этого коэффициента 

выбирается в зависимости от шири-

ны полосы заграждения и количества 

каскадов.

Рис. 2. Частотные характеристики 

симметричных трёхточечных цифровых 

фильтров при разных значениях среднего 

коэффициента а
2
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ния. Поэтому возникла необходимость 

снова обратиться к каскадной форме 

представления ЦФ с целью разработ-

ки алгоритма и программы, свободных 

от указанных недостатков, но таких, 

чтобы в них не требовалось вводить 

дополнительных массивов памяти, рав-

ных массиву фильтруемой функции. 

Такой алгоритм оказался весьма про-

стым; фрагмент его программы пред-

ставлен в листинге 3. Он иллюстриру-

ет программу фильтрации табличной 

функции с помощью каскада из N трёх-

точечных ЦФ.

Порядок проектирования 
цифровых фильтров

При проектировании ЦФ вначале 

формулируются требования к желае-

мым характеристикам ЦФ, которыми 

он должен обладать. В этих требова-

ниях указывают границу полосы про-

пускания частот, ширину переходной 

зоны, примыкающей к границе поло-

сы задержания частот, и неравномер-

ность частотной характеристики в пре-

делах полос пропускания и задержа-

ния частот. Как видно на рисунках 3а 

и 3б, переходные зоны рассматривае-

мых ЦФ занимают значительную часть 

полосы пропускания частот. Для умень-

шения этой зоны можно воспользо-

ваться последовательно включаемы-

ми корректирующими ЦФ, которые 

могут быть получены с помощью диф-

ференцирующих звеньев двух следую-

щих видов:

	
  (12)

Для перехода от аналоговой формы 

к дискретной и получения из форму-

лы (12) коэффициентов корректиру-

ющих ЦФ воспользуемся аппрокси-

мацией производных входной функ-

ции с помощью конечных разностей 

между её отсчётами:

   (13)

С помощью подстановки формул 

(13) в уравнение (12) и простых пре-

образований легко получить коэффи-

циенты корректирующих ЦФ и запи-

сать формулы этих двух ЦФ в следу-

ющем виде:

	 	 (14)

где .
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Рис. 4. ЛАХ каскада из 9 трёхточечных 

ЦФ без коррекции (1) и с коррекцией (2), 

используемой для увеличения крутизны 

переходной зоны

Рис. 3. Логарифмические амплитудно-частотные  

характеристики ЦФ с равномерным (а)  

и степенным (б) распределением нулей АЧХ

В листинге 1 представлен фрагмент 

программы расчёта ЛАХ на языке С++. 

При построении алгоритма этой про-

граммы используется формула частот-

ной характеристики трёхточечно-

го ЦФ:

На первый взгляд, ЦФ, получае-

мые из трёхточечных ЦФ в каскад-

ной форме, удобны только для рас-

чёта частотных характеристик при 

проектировании, но оказывают-

ся неудобными при использовании 

по назначению. Поэтому возникает 

необходимость преобразования их 

к одному многоточечному ЦФ. Так 

как сделать это вручную, например, 

с помощью калькулятора, весьма труд-

но, а при относительно большом чис-

ле каскадов вообще невозможно, то 

был разработан весьма компактный 

алгоритм реализации процедуры сво-

рачивания каскадной формы, фраг-

мент программы которой представ-

лен в листинге 2. Он иллюстрирует 

расчёт коэффициентов девятикаскад-

ного ЦФ (для примера принято зна-

чение счётчика цикла n = 1, при кото-

ром происходит умножение пятито-

чечного ЦФ на трёхточечный ЦФ).

В основу алгоритма положена при-

ведённая ниже система уравнений для 

вычисления коэффициентов много-

точечных ЦФ. В соответствии с этой 

системой производится последова-

тельное умножение получающихся 

результатов на очередной трёхточеч-

ный ЦФ. Результат, получающийся от 

умножения первых двух трёхточечных 

ЦФ – пятиточечный ЦФ, умножается 

на третий трёхточечный и так далее. 

Последний случай представлен в виде 

следующей системы равенств:

c1= b1 a1+ 0 + 0;

c2 = b1a2 + b2 a1+ 0;

c3 = b1a3 + b2 a2 + b3 a1;

c4 = b1 a4 + b2 a3 + b3 a2;

c5 = b1 a5 + b2 a4 + b3 a3;

c6 =  0 + b2 a5 + b3 a4;

c7 =  0 + 0 + b3 a5.

В соответствии с этой системой тре-

буется суммировать по диагонали 

линейные формы, состоящие из трёх 

слагаемых.

После проведённых расчётов по этой 

программе стало видно, что при боль-

шом количестве коэффициентов мно-

готочечных ЦФ требуется весьма высо-

кая точность задания их значений, что 

можно получить только при большом 

числе разрядов в регистрах ЭВМ, ина-

че сумма всех коэффициентов будет 

существенно отличаться от единицы. 

Кроме того, возникает необходимость 

дополнять фильтруемую функцию 

нулевыми значениями за пределами 

начала и конца области её определе-
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Очевидно, что корректирующие ЦФ 

не обладают симметрией. Поэтому 

результирующие ЦФ также станут 

асимметричными. Но отсутствие сим-

метрии нельзя в данном случае счи-

тать недостатком, так как получа-

ем желательное уменьшение фазо-

вого сдвига. На рисунке 4 показана 

ЛАХ девятикаскадного ЦФ (кривая 1) 

и ЛАХ, которая получена путём допол-

нения последовательным соединени-

ем двух ЦФ типа (14) к этому девяти-

каскадному ЦФ (кривая 2). Видно, 

что в переходной зоне кривая 2 име-

ет большую по сравнению с кривой 1 

крутизну.

Формулы (13) используются так-

же при построении на основе уравне-

ния (2) рекурсивных ЦФ. В этом слу-

чае уравнение (2) второго порядка при-

мет вид:

	 	 (15)

где ω∆t = 2πw; 

Для таблично заданных функций 

на входе ЦФ часто оказывается удоб-

но использовать формулы расчёта 

коэффициентов ЦФ, выведенные при 

использовании не только запаздываю-

щих, но и опережающих (по отноше-

нию к текущему) дискретных значений 

функции. Для этого вместо (13) исполь-

зуют формулы (16) и (17):

	   (16)

	 	 (17)

где  

После необходимых преобразова-

ний уравнения (12) с помощью фор-

мул (15) и (16) получаем формулу (18) 

для ЦФ:

	 	 (18)

Для получения амплитудно-фазовой 

характеристики (АФХ) применитель-

но к последней формуле ЦФ исполь-

зуют следующие простые выражения: 

где  и 

С помощью дифференцирующих 

ЦФ (14, 18), дополняемых к основно-

Листинг 1

//

void __ fastcall TForm1::FormCreate(TObject * Sender)

{int i,n,N=9,imax=1000;  double f,fmax=0.5,fmin=0.25,pi2=6.28318,k, 

m=1.4,A=1,C,L, a2[]={0,0,0,0,0,0,0,0,0};    k=(fmax-fmin)/pow((N-0.5),m); 

for(n=0; n<N; n++) { f=fmin+k*pow(n,m);  C=cos(f*pi2);  a2[n]=C/(C-1);} 

//Цикл вычисления центральных коэффициентов трёхточечных ЦФ

for(i=0; i<imax; i++) { f=fmax*i/imax;  C=cos(f*pi2); 

//Цикл по дискретным значениям относительных частот из области опре-

деления АЧХ

for(n-0; n<N; n++) { A*=(a2[n]+(1-a2[n])*C); } 

//Цикл вычисления произведения всех амплитуд АЧХ для каждой частоты

L=20*log10(fabs(A));  Chart1->Series[0]->AddXY(w,L);  A=1;} }

//

Листинг 3

//

void __fastcall TForm1::FormCreate(TObject *Sender)

{int i,j,N,Na;  double a,p,q,a2[ ]={0,1,….Na-1},m[ ]={0,1,…N-1}; 

for(j=0; j<Na; j++) {a=a2[j]; 

//Внешний цикл по количеству каскадов трёхточечных ЦФ

for(i=1; i<N; i++) {p=m[i-1]; if (i>1) m[i-1]=q; q=a*m]i]+0.5*( 

1-a)*(p+m[i+1]); }} 

//Внутренний цикл, 

//охватывающий все дискретные точки области определения фильтруемой 

функции m[i]}

//

Листинг 2

//

void __fastcall TForm1::FormCreate(TObject *Sender)

{int i,n=0,m=0,N=8;  double b1,b2,b3,a[100],B1[100],B2[100],B3[100]

,B[]={ a2 _1, a2 _2, a2 _3,… a2 _8};

a[0]=(1- a2 _0)/2; a[1]= a2 _0;  a[2]=a[0]; 

//Загрузка коэффициентов первого ЦФ в массив результатов расчёта

M: b1=(1-B[n])/2;  b2=B[n]; b3=b1; 

//Расчёт и загрузка коэффициентов очередного ЦФ по счётчику n+=1

for(i=0; i<m+5; i++) {B1[i]=0; B2[i]=0; B3[i]=0;  a[m+5]=0; 

//Обнуление столбцов B1, B2 и B3,

//так как в каждом из них имеются по две нулевых координаты (см. си-

стему равенств);

//обнуление a[m+5] для суммирования в цикле всех коэффициентов много-

точечного ЦФ

for(i=0; i<m+3; i++) {B1[i]=b1*a[i];  B2[i+1]=b2*a[i];  

B3[i+2]=b3*a(i);} 

//индексы координат столбцов образуют диагональ

for(i=0; i<m+5; i++) {a[i]=B1[i]+B2[i]+B3[i];  if(n>N-2) 

a[m+5]+=a[i];} 

//Сумма координат трёх столбцов, даёт 7 новых коэффициентов (m+5=7) 

семиточечного ЦФ //Число 5 соответ. произв. нулевого и первого ЦФ при 

m=0 (от каждого дополняемого трёхточечного ЦФ m увеличивается на 2)

n+=1; if(n<N) {m+=2; goto M;}

//Счётчики: n – для каскадов трёхточечных ЦФ, m – для коэффициентов 

многоточечного ЦФ

for(i=0; i<m+6; i++) Memo1->Lines->Add(“a[“+IntToStr(i)+”]=”+FloatTo

Str(a[i]));

//Вывод на экран дисплея коэффициентов многоточечного ЦФ и их суммы}

//
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му нерекурсивному ЦФ, можно полу-

чить в результате ЦФ, в котором отсут-

ствует в некотором диапазоне частот 

сдвиг фаз гармоник. На рисунке 5 вид-

но, что дальнейшее расширение диа-

пазона частот, в котором отсутствует 

сдвиг фаз, связано с допустимостью 

некоторого усиления частот в полосе 

пропускания.

Применение ЦФ для анализа 
и коррекции методов 
численного интегрирования 
функций

Интересно рассмотреть ещё одну 

сферу применения ЦФ, связанную 

с анализом и коррекцией методов 

численного интегрирования различ-

ных (в том числе табличных) функ-

ций. Формулы четырёх методов чис-

ленного интегрирования функций – 

трапеций, Симпсона, Ньютона-Котеса, 

Уэддля и метод, обеспечивающий рав-

номерность подавления частот в поло-

се заграждения (см. рис. 6, кривые 1, 2, 

3, 4, 5 соответственно), преобразован-

ные к виду ЦФ, выглядят так:

 

1. 

2. 

3. 

 

4. 

5. 

Построение методов численного 

интегрирования основано на аппрок-

симации подынтегральной функции 

полиномом некоторой степени, кото-

рая соответствует процессу сглажива-

ния этой функции. ЦФ нижних частот 

тоже решает задачу сглаживания. Если 

произвести деление каждого из коэф-

фициентов слагаемых правой части 

формул интегрирования на множи-

тели, стоящие перед скобками, и на 

сумму этих коэффициентов, то для 

каждого из методов получим новые 

коэффициенты, определяющие сим-

метричные ЦФ.

На рисунке 6 представлены ЛАХ этих 

ЦФ. Видно, что только кривая 5 име-

ет три нуля АФХ в полосе заграждения 

частот. Третий ноль АФХ метода тра-

пеций расположен на границе нало-

жения частот. АФХ всех остальных 

методов вместо третьего нуля имеют 

минимумы, которые расположены на 

этой же границе (a2 этих трёхточеч-

ных ЦФ больше 0,5). Первые нули всех 

АФХ – ближайшие к полосе пропуска-

ния частот – расположены на одной 

и той же частоте. Вторые нули АФХ 

оказались разделёнными на три груп-

пы. Наименьшую частоту второго нуля 

имеет ЦФ с равномерным подавлени-

ем частот. Рядом (правее) расположе-

ны нули АФХ методов Ньютона-Котеса 

и Уэддля, а ещё правее – методов Симп-

сона и трапеций.

Вывод

Сравнивая ЛАХ метода трапеций 

и метода, определяемого кривой 5, 

имеющих наибольшую степень пода-

вления частот, с ЛАХ остальных мето-

дов, и используя соответствующую 

оценку точности в книге [4], можно 

прийти к выводу, что точность метода 

численного интегрирования опреде-

ляется не степенью подавления частот. 

Однако оценки в источнике [4] сде-

ланы с использованием весьма глад-

кой функции. Поэтому можно пред-

положить, что при численном инте-

грировании быстро отклоняющихся 

аналитических или зашумлённых 

табличных функций более предпо-

чтительными могут оказаться мето-

ды, имеющие большую степень пода-

вления частот.

Кроме того, естественно предпо-

ложить, что для подынтегральных 

функций, в спектре которых высокие 

частоты имеют существенное значе-

ние, большая точность будет получе-

на при применении методов, имею-

щих более короткие интервалы инте-

грирования. Трансформация методов 

с целью перехода к коротким интерва-

лам интегрирования наиболее легко 

осуществляется в методах Симпсона 

и трапеций, а также в методе с равно-

мерным подавлением частот. Отметим 

также, что метод с равномерным пода-

влением частот может быть использо-

ван в роли ЦФ с узкой полосой и высо-

кой степенью подавления частот для 

предварительного сглаживания инте-

грируемой функции, а для последую-

щего численного интегрирования 

предпочтение можно отдать методу 

Симпсона.
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Рис. 6. ЛАХ ЦФ, полученных разными 

методами численного интегрирования функций:

1 – метод трапеций; 2 – метод Симпсона;  

3 – метод Ньютона-Котеса; 4 – метод Уэддля;

5 – метод, обеспечивающий равномерность 

подавления частот в полосе заграждения

Рис. 5. Логарифмические амплитудно-

частотная (а) и фазочастотная (б) 

характеристики ЦФ без коррекции (1)  

и с коррекцией (2) фазового сдвига


