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ЧАСТЬ 1

ОГ РА НИ ЧЕ НИЯ, НА КЛА ДЫ ВАЕ МЫЕ

ТЕХ НИ ЧЕ СКОЙ РЕА ЛИ ЗА ЦИ ЕЙ

Опи сан ный в [1] ПИДре гу ля тор и его мо ди фи ка ции яв ля -
ют ся тео ре ти че ски ми идеа ли за ция ми ре аль ных ре гу ля то ров,
по это му для их прак ти че ско го во пло ще ния не об хо ди мо
учесть осо бен но сти, по ро ж дае мые ре аль ны ми ус ло вия ми
при ме не ния и тех ни че ской реа ли за ции. К та ким осо бен но -
стям от но сят ся:
● ко неч ный ди на ми че ский диа па зон из ме не ний фи зи че -

ских пе ре мен ных в сис те ме (на при мер, ог ра ни чен ная
мощ ность на гре ва те ля, ог ра ни чен ная про пу ск ная спо -
соб ность кла па на);

● не все гда су ще ст вую щая воз мож ность из ме не ния зна ка
управ ляю ще го воз дей ст вия (на при мер, в сис те ме под дер -
жа ния тем пе ра ту ры час то от сут ст ву ет хо ло диль ник, дви -
га тель мо жет не иметь ре вер сив но го хо да, да ле ко не ка ж -
дый са молёт име ет сис те му от ри ца тель ной тя ги);

● ог ра ни чен ная точ ность из ме ре ний, что тре бу ет спе ци аль -
ных мер для вы пол не ния опе ра ции диф фе рен ци ро ва ния
с при ем ле мой по греш но стью;

● на ли чие прак ти че ски во всех сис те мах ти по вых не ли ней -
но стей: на сы ще ние (ог ра ни че ние ди на ми че ско го диа па -
зо на из ме не ния пе ре мен ных), ог ра ни че ние ско ро сти на -
рас та ния, гис те ре зис и люфт;

● тех но ло ги че ский раз брос и слу чай ные ва риа ции па ра мет -
ров ре гу ля то ра и объ ек та;

● дис крет ная реа ли за ция ре гу ля то ра;
● не об хо ди мость плав но го (без удар но го) пе ре клю че ния ре -

жи мов ре гу ли ро ва ния.
Да лее опи сы ва ют ся ме то ды ре ше ния про блем, вы зван ных

пе ре чис лен ны ми осо бен но стя ми.

По греш ность диф фе рен ци ро ва ния и шум
Про бле ма чис лен но го диф фе рен ци ро ва ния яв ля ет ся до -

ста точ но ста рой и об щей как в циф ро вых, так и в ана ло го вых
ре гу ля то рах. Суть её за клю ча ет ся в том, что про из вод ная вы -
чис ля ет ся обыч но как раз ность двух близ ких по ве ли чи не пе -
ре мен ных, по это му от но си тель ная по греш ность про из вод -
ной все гда ока зы ва ет ся боль ше, чем от но си тель ная по греш -
ность чис лен но го пред став ле ния диф фе рен ци руе мой пе ре -
мен ной. 

В ча ст но сти, ес ли на вход диф фе рен циа то ра по сту па ет си -
ну сои даль ный сиг нал A•sin(ωt), то на вы хо де по лу чим
A•ω•cos(ωt), то есть с рос том час то ты ω уве ли чи ва ет ся ам -
пли ту да сиг на ла на вы хо де диф фе рен циа то ра. Ина че го во ря,
диф фе рен циа тор уси ли ва ет вы со ко час тот ные по ме хи, ко -
рот кие вы бро сы и шум. 

Ес ли по ме хи, уси лен ные диф фе рен циа то ром, ле жат за гра -
ни цей диа па зо на ра бо чих час тот ПИДре гу ля то ра, то их

мож но ос ла бить с по мо щью фильт ра верх них час тот. Струк -
тур ная реа ли за ция диф фе рен циа то ра с фильт ром по ка за на
на рис. 1. Здесь 

то есть пе ре да точ ная функ ция по лу чен но го диф фе рен циа то -
ра D(s) мо жет быть пред став ле на в ви де про из ве де ния пе ре -
да точ ной функ ции иде аль но го диф фе рен циа то ра и пе ре да -
точ ной функ ции фильт ра пер во го по ряд ка:

где ко эф фи ци ент N за даёт гра нич ную час то ту фильт ра и
обыч но вы би ра ет ся рав ным 2…20 [2], T/N — по сто ян ная
вре ме ни фильт ра, s — ком плекс ная час то та.

Боль шее ос лаб ле ние вы со ко час тот ных шу мов мож но по -
лу чить с по мо щью от дель но го фильт ра, ко то рый вклю ча ет ся
по сле до ва тель но с ПИДре гу ля то ром. Обыч но ис поль зу ют
фильтр вто ро го по ряд ка [2] с пе ре да точ ной функ ци ей

По сто ян ную вре ме ни фильт ра вы би ра ют рав ной TF = Ti/N,
где N = 2…20 [2], Ti — по сто ян ная ин тег ри ро ва ния ПИДре -
гу ля то ра. Гра нич ную час то ту фильт ра же ла тель но не вы би -
рать ни же час то ты 1/Ti, так как это ус лож ня ет расчёт па ра -
мет ров ре гу ля то ра и за пас ус той чи во сти.

Кро ме шу мов диф фе рен ци ро ва ния, на ха рак те ри сти ки
ПИДре гу ля то ра влия ют шу мы из ме ре ний. Че рез цепь об -
рат ной свя зи эти шу мы по сту па ют на вход сис те мы и за тем
про яв ля ют ся как дис пер сия управ ляю щей пе ре мен ной u.
Вы со ко час тот ные шу мы вред ны тем, что вы зы ва ют ус ко рен -
ный из нос тру бо про вод ной ар ма ту ры и элек тро дви га те лей. 

По сколь ку объ ект управ ле ния обыч но яв ля ет ся низ ко час -
тот ным фильт ром, шу мы из ме ре ний ред ко про ни ка ют по
кон ту ру ре гу ли ро ва ния на вы ход сис те мы. Од на ко они уве -
ли чи ва ют по греш ность из ме ре ний y(t) и сни жа ют точ ность
ре гу ли ро ва ния.
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ОГРАНИЧЕНИЯ, НАКЛАДЫВАЕМЫЕ

ТЕХНИЧЕСКОЙ РЕАЛИЗАЦИЕЙ

Описанный в [1] ПИД�регулятор и его модификации явля�

ются теоретическими идеализациями реальных регуляторов,

поэтому для их практического воплощения необходимо

учесть особенности, порождаемые реальными условиями

применения и технической реализации. К таким особенно�

стям относятся:

● конечный динамический диапазон изменений физиче�

ских переменных в системе (например, ограниченная

мощность нагревателя, ограниченная пропускная спо�

собность клапана);

● не всегда существующая возможность изменения знака

управляющего воздействия (например, в системе поддер�

жания температуры часто отсутствует холодильник, дви�

гатель может не иметь реверсивного хода, далеко не каж�

дый самолёт имеет систему отрицательной тяги);

● ограниченная точность измерений, что требует специаль�

ных мер для выполнения операции дифференцирования

с приемлемой погрешностью;

● наличие практически во всех системах типовых нелиней�

ностей: насыщение (ограничение динамического диапа�

зона изменения переменных), ограничение скорости на�

растания, гистерезис и люфт;

● технологический разброс и случайные вариации парамет�

ров регулятора и объекта;

● дискретная реализация регулятора;

● необходимость плавного (безударного) переключения ре�

жимов регулирования.

Далее описываются методы решения проблем, вызванных

перечисленными особенностями.

Погрешность дифференцирования и шум
Проблема численного дифференцирования является до�

статочно старой и общей как в цифровых, так и в аналоговых

регуляторах. Суть её заключается в том, что производная вы�

числяется обычно как разность двух близких по величине пе�

ременных, поэтому относительная погрешность производ�

ной всегда оказывается больше, чем относительная погреш�

ность численного представления дифференцируемой пере�

менной. 

В частности, если на вход дифференциатора поступает си�

нусоидальный сигнал A•sin(ωt), то на выходе получим

A•ω•cos(ωt), то есть с ростом частоты ω увеличивается ам�

плитуда сигнала на выходе дифференциатора. Иначе говоря,

дифференциатор усиливает высокочастотные помехи, ко�

роткие выбросы и шум. 

Если помехи, усиленные дифференциатором, лежат за гра�

ницей диапазона рабочих частот ПИД�регулятора, то их

можно ослабить с помощью фильтра верхних частот. Струк�

турная реализация дифференциатора с фильтром показана

на рис. 1. Здесь 

то есть передаточная функция полученного дифференциато�

ра D(s) может быть представлена в виде произведения пере�

даточной функции идеального дифференциатора и переда�

точной функции фильтра первого порядка:

где коэффициент N задаёт граничную частоту фильтра и

обычно выбирается равным 2…20 [2], T/N — постоянная

времени фильтра, s — комплексная частота.

Большее ослабление высокочастотных шумов можно по�

лучить с помощью отдельного фильтра, который включается

последовательно с ПИД�регулятором. Обычно используют

фильтр второго порядка [2] с передаточной функцией

Постоянную времени фильтра выбирают равной TF = Ti/N,

где N = 2…20 [2], Ti — постоянная интегрирования ПИД�ре�

гулятора. Граничную частоту фильтра желательно не выби�

рать ниже частоты 1/Ti, так как это усложняет расчёт пара�

метров регулятора и запас устойчивости.

Кроме шумов дифференцирования, на характеристики

ПИД�регулятора влияют шумы измерений. Через цепь об�

ратной связи эти шумы поступают на вход системы и затем

проявляются как дисперсия управляющей переменной u.

Высокочастотные шумы вредны тем, что вызывают ускорен�

ный износ трубопроводной арматуры и электродвигателей. 

Поскольку объект управления обычно является низкочас�

тотным фильтром, шумы измерений редко проникают по

контуру регулирования на выход системы. Однако они уве�

личивают погрешность измерений y(t) и снижают точность

регулирования.
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ПИД�регулятора
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Рис. 1. Структурная реализация дифференциального члена

ПИД-регулятора



В ПИДре гу ля то рах раз ли ча ют шум со спек тром в об лас ти
низ ких час тот, вы зван ный внеш ни ми воз дей ст вия ми на объ -
ект управ ле ния, и вы со ко час тот ный шум, свя зан ный с элек -
тро маг нит ны ми на вод ка ми, по ме ха ми по ши нам пи та ния и
зем ли, с дис кре ти за ци ей из ме ряе мо го сиг на ла и дру ги ми
при чи на ми [3, 4]. Низ ко час тот ный шум мо де ли ру ют как
внеш нее воз му ще ние d(s), вы со ко час тот ный — как шу мы из -
ме ре ний n(s).

Ин те граль ное на сы ще ние
В ус та но вив шем ся ре жи ме ра бо ты и при ма лых воз му ще -

ни ях боль шин ст во сис тем с ПИДре гу ля то ра ми яв ля ют ся
ли ней ны ми. Од на ко про цесс вы хо да на ре жим прак ти че ски
все гда тре бу ет учёта не ли ней но сти ти па «ог ра ни че ние». Эта
не ли ней ность свя за на с ес те ст вен ны ми ог ра ни че ния ми на
мощ ность, ско рость, час то ту вра ще ния, угол по во ро та, пло -
щадь по пе реч но го се че ния кла па на, ди на ми че ский диа па зон
и т.п. Кон тур ре гу ли ро ва ния в сис те ме, на хо дя щей ся в на сы -
ще нии (ко гда пе ре мен ная дос тиг ла ог ра ни че ния), ока зы ва -
ет ся ра зомк ну тым, по сколь ку при из ме не нии пе ре мен ной на
вхо де зве на с ог ра ни че ни ем его вы ход ная пе ре мен ная ос -
таётся без из ме не ний. 

Наи бо лее ти по вым про яв ле ни ем ре жи ма ог ра ни че ния
яв ля ет ся так на зы вае мое «ин те граль ное на сы ще ние», ко то -
рое воз ни ка ет в про цес се вы хо да сис те мы на ре жим в ре гу -
ля то рах с не ну ле вой по сто ян ной ин тег ри ро ва ния Ti ≠ 0.
Ин те граль ное на сы ще ние при во дит к за тя ги ва нию пе ре -
ход но го про цес са (рис. 2 и 3). Ана ло гич ный эф фект воз ни -
ка ет вслед ст вие ог ра ни че ния про пор цио наль но го и ин те -
граль но го чле на ПИДре гу ля то ра (рис. 4 и 5). Од на ко час то
под ин те граль ным на сы ще ни ем по ни ма ют со во куп ность
эф фек тов, свя зан ных с не ли ней но стью ти па «ог ра ни че -
ние». 

Здесь и да лее ис поль зу ют ся мо де ли объ ек тов управ ле ния
пер во го 

(1)

и вто ро го по ряд ка

(2)

где Kp – ко эф фи ци ент пе ре да чи в ус та но вив шем ся ре жи ме;
T, T1, T2 — по сто ян ные вре ме ни; L – транс порт ная за держ -
ка.

Суть про бле мы ин те граль но го на сы ще ния со сто ит в том,
что ес ли сиг нал на вхо де объ ек та управ ле ния u(t) вошёл в зо -
ну на сы ще ния (ог ра ни че ния), а сиг нал рас со гла со ва ния
r(t) – y(t) не ра вен ну лю, ин те гра тор про дол жа ет ин тег ри ро -
вать, то есть сиг нал на его вы хо де растёт, но этот сиг нал не
уча ст ву ет в про цес се ре гу ли ро ва ния и не воз дей ст ву ет на
объ ект вслед ст вие эф фек та на сы ще ния. Сис те ма управ ле ния 87
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В ПИД�регуляторах различают шум со спектром в области

низких частот, вызванный внешними воздействиями на объ�

ект управления, и высокочастотный шум, связанный с элек�

тромагнитными наводками, помехами по шинам питания и

земли, с дискретизацией измеряемого сигнала и другими

причинами [3, 4]. Низкочастотный шум моделируют как

внешнее возмущение d(s), высокочастотный — как шумы из�

мерений n(s).

Интегральное насыщение
В установившемся режиме работы и при малых возмуще�

ниях большинство систем с ПИД�регуляторами являются

линейными. Однако процесс выхода на режим практически

всегда требует учёта нелинейности типа «ограничение». Эта

нелинейность связана с естественными ограничениями на

мощность, скорость, частоту вращения, угол поворота, пло�

щадь поперечного сечения клапана, динамический диапазон

и т.п. Контур регулирования в системе, находящейся в насы�

щении (когда переменная достигла ограничения), оказыва�

ется разомкнутым, поскольку при изменении переменной на

входе звена с ограничением его выходная переменная ос�

таётся без изменений. 

Наиболее типовым проявлением режима ограничения

является так называемое «интегральное насыщение», кото�

рое возникает в процессе выхода системы на режим в регу�

ляторах с ненулевой постоянной интегрирования Ti ≠ 0.

Интегральное насыщение приводит к затягиванию пере�

ходного процесса (рис. 2 и 3). Аналогичный эффект возни�

кает вследствие ограничения пропорционального и инте�

грального члена ПИД�регулятора (рис. 4 и 5). Однако часто

под интегральным насыщением понимают совокупность

эффектов, связанных с нелинейностью типа «ограниче�

ние». 

Здесь и далее используются модели объектов управления

первого 

(1)

и второго порядка

(2)

где Kp – коэффициент передачи в установившемся режиме;

T, T1, T2 — постоянные времени; L – транспортная задерж�

ка.

Суть проблемы интегрального насыщения состоит в том,

что если сигнал на входе объекта управления u(t) вошёл в зо�

ну насыщения (ограничения), а сигнал рассогласования

r(t) – y(t) не равен нулю, интегратор продолжает интегриро�

вать, то есть сигнал на его выходе растёт, но этот сигнал не

участвует в процессе регулирования и не воздействует на

объект вследствие эффекта насыщения. Система управления
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Рис. 2. Реакция выходной переменной y(t) на скачок входного

воздействия r(t) для ПИ�регулятора при условии ограничения

мощности на входе объекта u(t) и без ограничения (объект второго

порядка, T1 = 0,1 с, T2 = 0,05 с, L = 0,02 с; 

параметры регулятора: K = 2, Ti = 0,06 с, Td = 0)

Рис. 3. Сигнал на входе объекта u(t) при условии ограничения

мощности и без (объект второго порядка, T1 = 0,1 с, T2 = 0,05 с, 

L = 0,02 с; параметры регулятора: K = 2, Ti = 0,06 с, Td = 0)

Рис. 4. Реакция выходной переменной y(t) на скачок входного

воздействия r(t) для ПИД�регулятора при условии ограничения

мощности на входе объекта u(t) и без ограничения (объект второго

порядка, T1 = 0,1 с, T2 = 0,05 с, L = 0,02 с; параметры регулятора: 

K = 10, Ti = 0,014 с, Td = 0,3 с)

Рис. 5. Сигнал на входе объекта u(t) в контуре с ПИД�регулятором

при условии ограничения мощности и без (объект второго порядка,

T1 = 0,1 с, T2 = 0,05 с, L = 0,02 с; параметры регулятора: K = 10,

Ti = 0,014 с, Td = 0,3 с)
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в этом слу чае ста но вит ся эк ви ва лент ной ра зомк ну той сис те -
ме, сиг нал на вхо де ко то рой ра вен уров ню на сы ще ния
управ ляю ще го сиг на ла u(t).

Для те п ло вых сис тем ог ра ни че ни ем сни зу обыч но яв ля ет -
ся ну ле вая мощ ность на гре ва, в то вре мя как ПИДре гу ля тор
тре бу ет по да чи на объ ект «от ри ца тель ной мощ но сти на гре -
ва», то есть ох ла ж де ния объ ек та.

Эф фект ин те граль но го на сы ще ния из вес тен дав но. В ана -
ло го вых ре гу ля то рах его уст ра не ние бы ло дос та точ но слож -
ным, по сколь ку в них про бле ма не мог ла быть ре ше на ал го -
рит ми че ски, а ре ша лась толь ко ап па рат ны ми сред ст ва ми. С

по яв ле ни ем мик ро про цес со ров про бле му удаётся ре шить го -
раз до эф фек тив нее. Ме то ды уст ра не ния ин те граль но го на -
сы ще ния обыч но яв ля ют ся пред ме том изо бре те ний, от но -
сят ся к ком мер че ской тай не фирмпро из во ди те лей и за щи -
ща ют ся па тен та ми. Да лее рас смот ре но не сколь ко та ких
идей, опи сан ных в ли те ра ту ре [2].

Ог ра ни че ние ско ро сти на рас та ния вход но го воз дей ст вия
По сколь ку мак си маль ное зна че ние вход но го воз дей ст вия

на объ ект управ ле ния u(t) сни жа ет ся с умень ше ни ем раз но -
сти r(t) – y(t), то для уст ра не ния эф фек та ог ра ни че ния мож -
но про сто сни зить ско рость на рас та ния сиг на ла ус тав ки
r(t), на при мер с по мо щью фильт ра. Не дос тат ком та ко го
спо со ба яв ля ет ся сни же ние бы ст ро дей ст вия сис те мы, а
так же не воз мож ность уст ра нить ин те граль ное на сы ще ние,
вы зван ное внеш ни ми воз му ще ния ми, а не сиг на лом ус тав -
ки.

Ал го рит ми че ский за прет ин тег ри ро ва ния
Ко гда управ ляю щее воз дей ст вие на объ ект дос ти га ет на -

сы ще ния, об рат ная связь раз ры ва ет ся и ин те граль ная со -
став ляю щая про дол жа ет рас ти, да же ес ли при от сут ст вии на -
сы ще ния она долж на бы ла бы па дать. По это му один из ме то -
дов уст ра не ния ин те граль но го на сы ще ния со сто ит в том, что
кон трол лер сле дит за ве ли чи ной управ ляю ще го воз дей ст вия
на объ ект, и как толь ко оно дос ти га ет на сы ще ния, кон трол -
лер вво дит про грамм ный за прет ин тег ри ро ва ния для ин те -
граль ной со став ляю щей. 

Ком пен са ция на сы ще ния с по мо щью до пол ни тель ной
об рат ной свя зи
Эф фект ин те граль но го на сы ще ния мож но ос ла бить, от -

сле жи вая со стоя ние ис пол ни тель но го уст рой ст ва, вхо дя ще го
в на сы ще ние, и ком пен си руя сиг нал, по да вае мый на вход
ин те гра то ра [2]. Струк ту ра сис те мы с та ким ком пен са то ром
по ка за на на рис. 6. 

Прин цип её ра бо ты со сто ит в сле дую щем. В сис те ме вы ра -
ба ты ва ет ся сиг нал рас со гла со ва ния ме ж ду вхо дом и вы хо дом
ис пол ни тель но го уст рой ст ва es = u – v. Сиг нал на вы хо де ис -
пол ни тель но го уст рой ст ва ли бо из ме ря ют, ли бо вы чис ля ют,
ис поль зуя ма те ма ти че скую мо дель (рис. 6). Ес ли es = 0, это
эк ви ва лент но от сут ст вию ком пен са то ра и по лу ча ем обыч -
ный ПИДре гу ля тор. Ес ли же ис пол ни тель ное уст рой ст во
вхо дит в на сы ще ние, то v > u и es < 0. При этом сиг нал на вхо -
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в этом случае становится эквивалентной разомкнутой систе�

ме, сигнал на входе которой равен уровню насыщения

управляющего сигнала u(t).

Для тепловых систем ограничением снизу обычно являет�

ся нулевая мощность нагрева, в то время как ПИД�регулятор

требует подачи на объект «отрицательной мощности нагре�

ва», то есть охлаждения объекта.

Эффект интегрального насыщения известен давно. В ана�

логовых регуляторах его устранение было достаточно слож�

ным, поскольку в них проблема не могла быть решена алго�

ритмически, а решалась только аппаратными средствами. С

появлением микропроцессоров проблему удаётся решить го�

раздо эффективнее. Методы устранения интегрального на�

сыщения обычно являются предметом изобретений, отно�

сятся к коммерческой тайне фирм�производителей и защи�

щаются патентами. Далее рассмотрено несколько таких

идей, описанных в литературе [2].

Ограничение скорости нарастания входного воздействия
Поскольку максимальное значение входного воздействия

на объект управления u(t) снижается с уменьшением разно�

сти r(t) – y(t), то для устранения эффекта ограничения мож�

но просто снизить скорость нарастания сигнала уставки

r(t), например с помощью фильтра. Недостатком такого

способа является снижение быстродействия системы, а

также невозможность устранить интегральное насыщение,

вызванное внешними возмущениями, а не сигналом устав�

ки.

Алгоритмический запрет интегрирования
Когда управляющее воздействие на объект достигает на�

сыщения, обратная связь разрывается и интегральная со�

ставляющая продолжает расти, даже если при отсутствии на�

сыщения она должна была бы падать. Поэтому один из мето�

дов устранения интегрального насыщения состоит в том, что

контроллер следит за величиной управляющего воздействия

на объект, и как только оно достигает насыщения, контрол�

лер вводит программный запрет интегрирования для инте�

гральной составляющей. 

Компенсация насыщения с помощью дополнительной
обратной связи
Эффект интегрального насыщения можно ослабить, от�

слеживая состояние исполнительного устройства, входящего

в насыщение, и компенсируя сигнал, подаваемый на вход

интегратора [2]. Структура системы с таким компенсатором

показана на рис. 6. 

Принцип её работы состоит в следующем. В системе выра�

батывается сигнал рассогласования между входом и выходом

исполнительного устройства es = u – v. Сигнал на выходе ис�

полнительного устройства либо измеряют, либо вычисляют,

используя математическую модель (рис. 6). Если es = 0, это

эквивалентно отсутствию компенсатора и получаем обыч�

ный ПИД�регулятор. Если же исполнительное устройство

входит в насыщение, то v > u и es < 0. При этом сигнал на вхо�
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Рис. 6. Компенсация эффекта интегрального насыщения с помощью дополнительной обратной связи для передачи сигнала ошибки es на вход

интегратора

а

б

Рис. 7. Отклик системы, показанной на рис. 6: 

а — на единичный скачок r(t) при различных значениях постоянной

времени Ts , 

б — на сигнал рассогласования es (объект второго порядка, T1 = 0,1 с,

T2 = 0,05 с, L = 0,01 с; параметры регулятора: K = 7, Ti = 0,01 с, Td = 0,1 с)
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де ин те гра то ра умень ша ет ся на ве ли чи ну ошиб ки es, что при -
во дит к за мед ле нию рос та сиг на ла на вы хо де ин те гра то ра,
умень ше нию сиг на ла рас со гла со ва ния и ве ли чи ны вы бро са
на пе ре ход ной ха рак те ри сти ке сис те мы (рис. 7). По сто ян ная
вре ме ни Ts оп ре де ля ет сте пень ком пен са ции сиг на ла рас со -
гла со ва ния.

В не ко то рых ре гу ля то рах вход u уст рой ст ва срав не ния es

вы де ля ют как от дель ный вход — «вход сле же ния», что бы ва -
ет удоб но при по строе нии слож ных сис тем управ ле ния и при
кас кад ном со еди не нии не сколь ких ре гу ля то ров.

Ус лов ное ин тег ри ро ва ние
Этот спо соб яв ля ет ся обоб ще ни ем ал го рит ми че ско го за -

пре та ин тег ри ро ва ния. По сле на сту п ле ния за пре та ин те -
граль ная со став ляю щая ос таётся по сто ян ной, на том же
уров не, ко то рый она име ла в мо мент по яв ле ния за пре та ин -
тег ри ро ва ния. Обоб ще ние со сто ит в том, что за прет ин тег -
ри ро ва ния на сту па ет не толь ко при дос ти же нии на сы ще ния,
но и при не ко то рых дру гих ус ло ви ях. 

Та ким ус ло ви ем мо жет быть, на при мер, дос ти же ние сиг -
на лом ошиб ки e или вы ход ной пе ре мен ной y не ко то ро го за -
дан но го зна че ния. При вы клю че нии про цес са ин тег ри ро ва -
ния нуж но сле дить, в ка ком со стоя нии в мо мент вы клю че -
ния на хо дит ся ин те гра тор. Ес ли он на ка п ли ва ет ошиб ку и
сте пень на сы ще ния воз рас та ет, то ин тег ри ро ва ние выклю ча -
ют. Ес ли же в мо мент вы клю че ния сте пень на сы ще ния по ни -
жа ет ся, то ин те гра тор ос тав ля ют включённым [2]. 

На рис. 8 по ка зан при мер пе ре ход но го про цес са в сис те ме
с от клю че ни ем ин те гра то ра при дос ти же нии вы ход ной ве ли -
чи ной y(t) за дан но го зна че ния (y = 0, y = 0,2, y = 0,8).

Ин те гра тор с ог ра ни че ни ем
В [1] был пред став лен ва ри ант реа ли за ции ПИре гу ля то ра

с по мо щью ин те гра то ра в це пи об рат ной свя зи. Ес ли эту схе -
му до пол нить ог ра ни чи те лем (рис. 9 а), то сиг нал u на вы хо -
де ни ко гда не вый дет за гра ни цы, ус та нов лен ные по ро га ми
ог ра ни чи те ля, что умень ша ет вы брос на пе ре ход ной ха рак те -
ри сти ке сис те мы (рис. 10). На рис. 9 б пред став ле на мо ди фи -
ка ция та ко го ог ра ни чи те ля.

Мо дель эф фек та ог ра ни че ния мож но улуч шить, ес ли по -
сле пре вы ше ния уров ня, при ко то ром на сту па ет ог ра ни че -
ние, умень шить сиг нал на вы хо де мо де ли (рис. 11) [2]. Это
ус ко ря ет вы ход сис те мы из ре жи ма на сы ще ния. 

За пас ус той чи во сти системы
Воз мож ность по те ри ус той чи во сти яв ля ет ся ос нов ным не -

дос тат ком сис тем с об рат ной свя зью. По это му обес пе че ние
не об хо ди мо го за па са ус той чи во сти яв ля ет ся са мым важ ным
эта пом при раз ра бот ке и на строй ке ПИДре гу ля то ра.

Ус той чи вость сис те мы с ПИДре гу ля то ром – это спо соб -
ность сис те мы воз вра щать ся к сле же нию за ус тав кой по сле
пре кра ще ния внеш них воз дей ст вий. В кон тек сте дан но го
оп ре де ле ния под внеш ни ми воз дей ст вия ми по ни ма ют ся не
толь ко внеш ние воз му ще ния, дей ст вую щие на объ ект, но
лю бые воз му ще ния, дей ст вую щие на лю бую часть замк ну той
сис те мы, в том чис ле шу мы из ме ре ний, вре мен ная не ста -
биль ность ус тав ки, шу мы дис кре ти за ции и кван то ва ния, шу -
мы и по греш ность вы чис ле ний. Все эти воз му ще ния вы зы -
ва ют от кло не ния сис те мы от по ло же ния рав но ве сия. Ес ли
по сле пре кра ще ния их воз дей ст вия сис те ма воз вра ща ет ся в
по ло же ние рав но ве сия, то она счи та ет ся ус той чи вой. При
ана ли зе ус той чи во сти ПИДре гу ля то ров обыч но ог ра ни чи - 89
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де интегратора уменьшается на величину ошибки es, что при�

водит к замедлению роста сигнала на выходе интегратора,

уменьшению сигнала рассогласования и величины выброса

на переходной характеристике системы (рис. 7). Постоянная

времени Ts определяет степень компенсации сигнала рассо�

гласования.

В некоторых регуляторах вход u устройства сравнения es

выделяют как отдельный вход — «вход слежения», что быва�

ет удобно при построении сложных систем управления и при

каскадном соединении нескольких регуляторов.

Условное интегрирование
Этот способ является обобщением алгоритмического за�

прета интегрирования. После наступления запрета инте�

гральная составляющая остаётся постоянной, на том же

уровне, который она имела в момент появления запрета ин�

тегрирования. Обобщение состоит в том, что запрет интег�

рирования наступает не только при достижении насыщения,

но и при некоторых других условиях. 

Таким условием может быть, например, достижение сиг�

налом ошибки e или выходной переменной y некоторого за�

данного значения. При выключении процесса интегрирова�

ния нужно следить, в каком состоянии в момент выключе�

ния находится интегратор. Если он накапливает ошибку и

степень насыщения возрастает, то интегрирование выключа�

ют. Если же в момент выключения степень насыщения пони�

жается, то интегратор оставляют включённым [2]. 

На рис. 8 показан пример переходного процесса в системе

с отключением интегратора при достижении выходной вели�

чиной y(t) заданного значения (y = 0, y = 0,2, y = 0,8).

Интегратор с ограничением
В [1] был представлен вариант реализации ПИ�регулятора

с помощью интегратора в цепи обратной связи. Если эту схе�

му дополнить ограничителем (рис. 9 а), то сигнал u на выхо�

де никогда не выйдет за границы, установленные порогами

ограничителя, что уменьшает выброс на переходной характе�

ристике системы (рис. 10). На рис. 9 б представлена модифи�

кация такого ограничителя.

Модель эффекта ограничения можно улучшить, если по�

сле превышения уровня, при котором наступает ограниче�

ние, уменьшить сигнал на выходе модели (рис. 11) [2]. Это

ускоряет выход системы из режима насыщения. 

Запас устойчивости системы
Возможность потери устойчивости является основным не�

достатком систем с обратной связью. Поэтому обеспечение

необходимого запаса устойчивости является самым важным

этапом при разработке и настройке ПИД�регулятора.

Устойчивость системы с ПИД�регулятором – это способ�

ность системы возвращаться к слежению за уставкой после

прекращения внешних воздействий. В контексте данного

определения под внешними воздействиями понимаются не

только внешние возмущения, действующие на объект, но

любые возмущения, действующие на любую часть замкнутой

системы, в том числе шумы измерений, временная неста�

бильность уставки, шумы дискретизации и квантования, шу�

мы и погрешность вычислений. Все эти возмущения вызы�

вают отклонения системы от положения равновесия. Если

после прекращения их воздействия система возвращается в

положение равновесия, то она считается устойчивой. При

анализе устойчивости ПИД�регуляторов обычно ограничи� 89

СТА 4/2007 www.cta.ru

В З А П И С Н У Ю К Н И Ж К У И Н Ж Е Н Е Р А

Рис. 8. Отклик на единичный скачок r(t) системы с насыщением

исполнительного устройства при различных уровнях отключения

интегратора y (объект второго порядка, T1 = 0,1 с, T2 = 0,05 с, 

L = 0,01 с; параметры регулятора: K = 6, Ti = 0,02 с, Td = 0,3 с)

Рис. 9. Две модификации интеграторов с ограничителем

а

б

Рис. 10. Отклик на единичный скачок r(t) системы, содержащей

интегратор с ограничением сверху Uверх (объект второго порядка,

T1 = 0,1 с, T2 = 0,05 с, L = 0,01 с; параметры регулятора: 

K = 7, Ti = 0,01 с, Td = 0,3 с)

Рис. 11. Улучшенная передаточная функция модели эффекта

ограничения
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ва ют ся ис сле до ва ни ем ре ак ции сис те мы на сту пен ча тое из -
ме не ние ус тав ки r(t), шум из ме ре ний n(t) и внеш ние воз му -
ще ния d(t). По те ря ус той чи во сти про яв ля ет ся как не ог ра ни -
чен ное воз рас та ние управ ляе мой пе ре мен ной объ ек та или
как её ко ле ба ние с на рас таю щей ам пли ту дой. 

В про из вод ст вен ных ус ло ви ях по пыт ки до бить ся ус той -
чи во сти сис те мы с ПИДре гу ля то ром опыт ным путём, без
её иден ти фи ка ции, не все гда при во дят к ус пе ху (в пер вую
оче редь это ка са ет ся сис тем с объ ек том вы со ко го по ряд ка
или с объ ек та ми, ко то рые труд но иден ти фи ци ро вать, а так -
же сис тем с боль шой транс порт ной за держ кой). Соз даётся
впе чат ле ние, что ус той чи вость – мис ти че ское свой ст во,
ко то рым не все гда мож но управ лять. Од на ко ес ли про цесс
иден ти фи ци ро ван дос та точ но точ но, то мис ти ка ис че за ет и
ана лиз ус той чи во сти сво дит ся к ана ли зу диф фе рен ци аль -
но го урав не ния, опи сы ваю ще го замк ну тый кон тур с об рат -
ной свя зью. 

Прак ти че ски ин те рес пред став ля ет ана лиз за па са ус той чи -
во сти, то есть оп ре де ле ние чис лен ных зна че ний кри те ри ев,
ко то рые по зво ля ют ука зать, как да ле ко на хо дит ся сис те ма от
со стоя ния не ус той чи во сти.

Наи бо лее пол ную ин фор ма цию о за па се ус той чи во сти
сис те мы мож но по лу чить, ре шив диф фе рен ци аль ное урав не -
ние, опи сы ваю щее замк ну тую сис те му при внеш них воз му -
ще ни ях. Од на ко этот про цесс слиш ком тру доёмок, по это му
для ли ней ных сис тем ис поль зу ют уп рощённые ме то -
ды, по зво ляю щие дать оцен ку за па са ус той чи во сти без
ре ше ния урав не ний [5]. Мы рас смот рим два ме то да
оцен ки: с по мо щью го до гра фа ком плекс ной час тот ной
ха рак те ри сти ки ра зомк ну то го кон ту ра (кри те рий
Найк ви ста) и с по мо щью ло га риф ми че ских АЧХ и
ФЧХ (диа грамм Бо де). 

Ус той чи вая сис те ма мо жет стать не ус той чи вой при
не боль ших из ме не ни ях её па ра мет ров, на при мер,
вслед ст вие их тех но ло ги че ско го раз бро са. По это му
да лее мы про ана ли зи ру ем функ цию чув ст ви тель но сти
сис те мы с ПИДре гу ля то ром, по зво ля ющую вы явить
ус ло вия, при ко то рых сис те ма ста но вит ся гру бой (ма -
лочув ст ви тель ной к из ме не нию её па ра мет ров). 

Сис те му, ко то рая со хра ня ет за дан ный за пас ус той -
чи во сти во всём диа па зо не из ме не ний па ра мет ров
вслед ст вие их тех но ло ги че ско го раз бро са, ста ре ния,
ус ло вий экс плуа та ции, во всём диа па зо не из ме не ний
па ра мет ров на груз ки, а так же во всём диа па зо не дей ст -
вую щих на сис те му воз му ще ний в ре аль ных ус ло ви ях
экс плуа та ции, на зы ва ют ро ба ст ной. Ино гда ро ба ст -
ность и гру бость ис поль зу ют как эк ви ва лент ные по ня -
тия. 

Кри те рий Найк ви ста
Рас смот рим сис те му, со стоя щую из кон трол ле ра R и объ -

ек та управ ле ния P (рис. 12), ко то рая по лу че на путём ис клю -
че ния це пи сиг на ла ус тав ки из клас си че ской сис те мы с
ПИДре гу ля то ром [1]. Бу дем счи тать, что об рат ная связь ра -
зомк ну та, а для её за мы ка ния дос та точ но со еди нить точ ки x
и y. Пред по ло жим те перь, что на вход x по дан сиг нал 

(3)

То гда, прой дя че рез ре гу ля тор и объ ект управ ле ния, этот
сиг нал поя вит ся на вы хо де y с из менённой ам пли ту дой и фа -
зой в ви де: 

(4)

где G(jω) = R(jω)P(jω) – ком плекс ная час тот ная ха рак те ри -
сти ка (КЧХ) сис те мы, ϕ = arg(G(jω0)) – ар гу мент КЧХ,
|G(jω0)| – мо дуль КЧХ на час то те ω0. Та ким об ра зом, при про -
хо ж де нии че рез ре гу ля тор и объ ект ам пли ту да сиг на ла из ме -
нит ся про пор цио наль но мо ду лю, а фа за – на ве ли чи ну ар гу -
мен та КЧХ.

Ес ли те перь замк нуть точ ки x и y, то сиг нал бу дет цир ку -
ли ро вать по замк ну то му кон ту ру, причём бу дет вы пол нять -
ся ус ло вие y(t) = x(t). Ес ли при этом |G(jω0)| ≥ 1 и ϕ = 180°, то
есть по сле про хо ж де ния по кон ту ру сиг нал по па да ет на
вход ре гу ля то ра в той же фа зе, что и на пре ды ду щем цик ле,
то по сле ка ж до го про хо ж де ния по кон ту ру ам пли ту да си ну -
сои даль но го сиг на ла бу дет воз рас тать, по ка не дос тиг нет
гра ни цы диа па зо на ли ней но сти сис те мы, по сле че го фор ма
ко ле ба ний ста нет от ли чать ся от си ну сои даль ной. В этом
слу чае для ана ли за ус той чи во сти мож но ис поль зо вать ме -
тод гар мо ни че ской ли неа ри за ции, ко гда рас смат ри ва ют
толь ко пер вую гар мо ни ку ис кажённо го сиг на ла. В ус та но -
вив шем ся ре жи ме по сле на сту п ле ния ог ра ни че ния ам пли -
ту ды ко ле ба ний в си лу ра вен ст ва y(t) = x(t) бу дет вы пол -
нять ся ус ло вие: 

(5)

Ре шив урав не ние G(jω0) = –1, мож но най ти час то ту ко ле -
ба ний ω0 в замк ну той сис те ме.

В З А П И С Н У Ю К Н И Ж К У И Н Ж Е Н Е Р А
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ваются исследованием реакции системы на ступенчатое из�

менение уставки r(t), шум измерений n(t) и внешние возму�

щения d(t). Потеря устойчивости проявляется как неограни�

ченное возрастание управляемой переменной объекта или

как её колебание с нарастающей амплитудой. 

В производственных условиях попытки добиться устой�

чивости системы с ПИД�регулятором опытным путём, без

её идентификации, не всегда приводят к успеху (в первую

очередь это касается систем с объектом высокого порядка

или с объектами, которые трудно идентифицировать, а так�

же систем с большой транспортной задержкой). Создаётся

впечатление, что устойчивость – мистическое свойство,

которым не всегда можно управлять. Однако если процесс

идентифицирован достаточно точно, то мистика исчезает и

анализ устойчивости сводится к анализу дифференциаль�

ного уравнения, описывающего замкнутый контур с обрат�

ной связью. 

Практически интерес представляет анализ запаса устойчи�

вости, то есть определение численных значений критериев,

которые позволяют указать, как далеко находится система от

состояния неустойчивости.

Наиболее полную информацию о запасе устойчивости

системы можно получить, решив дифференциальное уравне�

ние, описывающее замкнутую систему при внешних возму�

щениях. Однако этот процесс слишком трудоёмок, поэтому

для линейных систем используют упрощённые мето�

ды, позволяющие дать оценку запаса устойчивости без

решения уравнений [5]. Мы рассмотрим два метода

оценки: с помощью годографа комплексной частотной

характеристики разомкнутого контура (критерий

Найквиста) и с помощью логарифмических АЧХ и

ФЧХ (диаграмм Боде). 

Устойчивая система может стать неустойчивой при

небольших изменениях её параметров, например,

вследствие их технологического разброса. Поэтому

далее мы проанализируем функцию чувствительности

системы с ПИД�регулятором, позволяющую выявить

условия, при которых система становится грубой (ма�

лочувствительной к изменению её параметров). 

Систему, которая сохраняет заданный запас устой�

чивости во всём диапазоне изменений параметров

вследствие их технологического разброса, старения,

условий эксплуатации, во всём диапазоне изменений

параметров нагрузки, а также во всём диапазоне дейст�

вующих на систему возмущений в реальных условиях

эксплуатации, называют робастной. Иногда робаст�

ность и грубость используют как эквивалентные поня�

тия. 

Критерий Найквиста
Рассмотрим систему, состоящую из контроллера R и объ�

екта управления P (рис. 12), которая получена путём исклю�

чения цепи сигнала уставки из классической системы с

ПИД�регулятором [1]. Будем считать, что обратная связь ра�

зомкнута, а для её замыкания достаточно соединить точки x

и y. Предположим теперь, что на вход x подан сигнал 

(3)

Тогда, пройдя через регулятор и объект управления, этот

сигнал появится на выходе y с изменённой амплитудой и фа�

зой в виде: 

(4)

где G(jω) = R(jω)P(jω) – комплексная частотная характери�

стика (КЧХ) системы, ϕ = arg(G(jω0)) – аргумент КЧХ,

|G(jω0)| – модуль КЧХ на частоте ω0. Таким образом, при про�

хождении через регулятор и объект амплитуда сигнала изме�

нится пропорционально модулю, а фаза – на величину аргу�

мента КЧХ.

Если теперь замкнуть точки x и y, то сигнал будет цирку�

лировать по замкнутому контуру, причём будет выполнять�

ся условие y(t) = x(t). Если при этом |G(jω0)| ≥ 1 и ϕ = 180°, то

есть после прохождения по контуру сигнал попадает на

вход регулятора в той же фазе, что и на предыдущем цикле,

то после каждого прохождения по контуру амплитуда сину�

соидального сигнала будет возрастать, пока не достигнет

границы диапазона линейности системы, после чего форма

колебаний станет отличаться от синусоидальной. В этом

случае для анализа устойчивости можно использовать ме�

тод гармонической линеаризации, когда рассматривают

только первую гармонику искажённого сигнала. В устано�

вившемся режиме после наступления ограничения ампли�

туды колебаний в силу равенства y(t) = x(t) будет выпол�

няться условие: 

(5)

Решив уравнение G(jω0) = –1, можно найти частоту коле�

баний ω0 в замкнутой системе.

0 0( ) 1, 180 , то есть ( ) 1.G j G j°ω = ϕ = ω = −

( )0 0( ) ( ) sin ,y t G j t= − ω ω + ϕ

0( ) sin( ).x t t= ω
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Рис. 12. Структура разомкнутой системы управления 

с ПИД�регулятором для анализа устойчивости

Рис. 13. Три годографа КЧХ разомкнутой системы G(jω) для объекта второго

порядка при T1 = T2 = 0,1 с, L = 0,01 с и пропорциональном коэффициенте

регулятора K = 6
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Ком плекс ную час тот ную ха рак те ри сти ку G(jω) гра фи че -
ски изо бра жа ют в ви де го до гра фа (диа грам мы Найк ви -
ста) – гра фи ка в ко ор ди на тах Re[G(jω)] и Im[G(jω)]
(рис. 13). Стрел ка на ли нии го до гра фа ука зы ва ет на прав ле -
ние дви же ния «ка ран да ша» при воз рас та нии час то ты. Точ ка
G(jω0) = –1, ко то рая со от вет ст ву ет ус ло вию су ще ст во ва ния
не за ту хаю щих ко ле ба ний в сис те ме, на этом гра фи ке име ет
ко ор ди на ты Re[G(jω)] = –1 и Im[G(jω)] = 0. По это му кри те -
рий ус той чи во сти Найк ви ста фор му ли ру ет ся сле дую щим
об ра зом [6]: кон тур, ус той чи вый в ра зомк ну том со стоя нии,
со хра нит ус той чи вость и по сле его за мы ка ния, ес ли его
КЧХ в ра зомк ну том со стоя нии не ох ва ты ва ет точ ку с ко ор -
ди на та ми [–1, j0]. Бо лее стро го, при дви же нии вдоль тра ек -
то рии го до гра фа в на прав ле нии уве ли че ния час то ты точ ка
[–1, j0] долж на ос та вать ся сле ва [2], что бы замк ну тый кон -
тур был ус той чив. 

На рис. 14 по ка за ны ре ак ции замк ну той сис те мы с тре -
мя раз лич ны ми го до гра фа ми (рис. 13) на еди нич ный ска -
чок ус тав ки. Во всех трёх слу ча ях сис те ма ус той чи ва, од на -

ко ско рость за ту ха ния ко ле ба ний и фор ма пе ре ход но го
про цес са у них раз лич ная. Ин туи тив но по нят но, что сис -
те ма с па ра мет ра ми Ti = 0,01 с, Td = 0,1 с наи бо лее близ ка
к то му, что бы пе рей ти в со стоя ние не за ту хаю щих ко ле ба -
ний при не боль шом из ме не нии её па ра мет ров. По это му
при про ек ти ро ва нии ПИДре гу ля то ра важ но обес пе чить
не столь ко ус той чи вость, сколь ко её за пас, не об хо ди мый
для нор маль но го функ цио ни ро ва ния сис те мы в ре аль ных
ус ло ви ях. 

За пас ус той чи во сти оце ни ва ют как сте пень удалённо сти
КЧХ от кри ти че ской точ ки [–1, j0]. Ес ли |G(jω0)| < 1, то мож -
но най ти, во сколь ко раз ос та лось уве ли чить пе ре да точ ную
функ цию, что бы ре зуль ти рую щее уси ле ние вы ве ло сис те му в
ко ле ба тель ный ре жим: gm|G(jω0)| = 1, от ку да 

(6)

За па сом по уси ле нию gm на зы ва ет ся ве ли чи на, на ко то рую
нуж но ум но жить пе ре да точ ную функ цию ра зомк ну той сис -
те мы G(jω180), что бы её мо дуль на час то те сдви га фаз 180°
(ω180) стал ра вен 1.

Ес ли на час то те ω180 ко эф фи ци ент уси ле ния ра зомк ну то -
го кон ту ра ра вен G(jω180) = –1/gm (рис. 13), то до пол ни -
тель ное уси ле ние ве ли чи ной gm пе ре ведёт сис те му в точ ку
[–1, j0], по сколь ку (–1/gm) gm = –1.

Ана ло гич но вво дит ся по ня тие за па са по фа зе: это ми ни -
маль ная ве ли чи на ϕm, на ко то рую нуж но уве ли чить фа зо вый
сдвиг в ра зомк ну той сис те ме arg(G(jω)), что бы сум мар ный
фа зо вый сдвиг дос тиг 180°, то есть 

(7)

Знак «+» пе ред arg(G(jω1)) сто ит по то му, что arg(G(jω1)) < 0. 
Для оцен ки за па са ус той чи во сти ис поль зу ют так же ми ни -

маль ное рас стоя ние sm от кри вой го до гра фа до точ ки [–1, j0]
(рис. 13). 

На прак ти ке счи та ют ся при ем ле мы ми зна че ния gm = 2...5,
ϕm = 30…60°, sm = 0,5...0,8 [2].

Для гра фи ка на рис. 13 эти кри те рии име ют сле дую щие
зна че ния:
● gm1 = 12,1; ϕm1 = 15°; sm1 = 0,303 (для случая Ti = 0,01 с,

Td = 0,1 с);
● gm2 = 11,8; ϕm2 = 47,6°; sm2 = 0,663 (для случая Ti = 0,05 с,

Td = 0,1 с);
● gm3 = 1,5; ϕm3 = 35,2°; sm3 = 0,251 (для случая Ti = 0,05 с,

Td = 1,1 с).
Ес ли кри вая го до гра фа пе ре се ка ет дей ст ви тель ную ось в

не сколь ких точ ках, то для оцен ки за па са ус той чи во сти бе рут
ту из них, ко то рая наи бо лее близ ка к точ ке [–1, j0]. При бо -
лее слож ном го до гра фе мо жет быть ис поль зо ва на оцен ка за -
па са ус той чи во сти как за пас по за держ ке [2]. За пас по за -
держ ке – это ми ни маль ная за держ ка, при до бав ле нии ко то -
рой в кон тур он те ря ет ус той чи вость. Наи бо лее час то этот
кри те рий ис поль зу ет ся для оцен ки за па са ус той чи во сти сис -
тем с пре дик то ром Сми та.

Час тот ный кри те рий ус той чи во сти
Для гра фи че ско го пред став ле ния пе ре да точ ной функ ции

ра зомк ну той сис те мы и оцен ки за па са ус той чи во сти мо гут
быть ис поль зо ва ны ло га риф ми че ские АЧХ и ФЧХ (рис. 15).
Для оцен ки за па са по фа зе сна ча ла с по мо щью АЧХ на хо дят
час то ту ω1 (час то та сре за, или час то та еди нич но го уси ле ния),
при ко то рой G(jω1) = 1, за тем по ФЧХ на хо дят со от вет ст вую -
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Комплексную частотную характеристику G(jω) графиче�

ски изображают в виде годографа (диаграммы Найкви�

ста) – графика в координатах Re[G(jω)] и Im[G(jω)]

(рис. 13). Стрелка на линии годографа указывает направле�

ние движения «карандаша» при возрастании частоты. Точка

G(jω0) = –1, которая соответствует условию существования

незатухающих колебаний в системе, на этом графике имеет

координаты Re[G(jω)] = –1 и Im[G(jω)] = 0. Поэтому крите�

рий устойчивости Найквиста формулируется следующим

образом [6]: контур, устойчивый в разомкнутом состоянии,

сохранит устойчивость и после его замыкания, если его

КЧХ в разомкнутом состоянии не охватывает точку с коор�

динатами [–1, j0]. Более строго, при движении вдоль траек�

тории годографа в направлении увеличения частоты точка

[–1, j0] должна оставаться слева [2], чтобы замкнутый кон�

тур был устойчив. 

На рис. 14 показаны реакции замкнутой системы с тре�

мя различными годографами (рис. 13) на единичный ска�

чок уставки. Во всех трёх случаях система устойчива, одна�

ко скорость затухания колебаний и форма переходного

процесса у них различная. Интуитивно понятно, что сис�

тема с параметрами Ti = 0,01 с, Td = 0,1 с наиболее близка

к тому, чтобы перейти в состояние незатухающих колеба�

ний при небольшом изменении её параметров. Поэтому

при проектировании ПИД�регулятора важно обеспечить

не столько устойчивость, сколько её запас, необходимый

для нормального функционирования системы в реальных

условиях. 

Запас устойчивости оценивают как степень удалённости

КЧХ от критической точки [–1, j0]. Если |G(jω0)| < 1, то мож�

но найти, во сколько раз осталось увеличить передаточную

функцию, чтобы результирующее усиление вывело систему в

колебательный режим: gm|G(jω0)| = 1, откуда 

(6)

Запасом по усилению gm называется величина, на которую

нужно умножить передаточную функцию разомкнутой сис�

темы G(jω180), чтобы её модуль на частоте сдвига фаз 180°

(ω180) стал равен 1.

Если на частоте ω180 коэффициент усиления разомкнуто�

го контура равен G(jω180) = –1/gm (рис. 13), то дополни�

тельное усиление величиной gm переведёт систему в точку

[–1, j0], поскольку (–1/gm) gm = –1.

Аналогично вводится понятие запаса по фазе: это мини�

мальная величина ϕm, на которую нужно увеличить фазовый

сдвиг в разомкнутой системе arg(G(jω)), чтобы суммарный

фазовый сдвиг достиг 180°, то есть 

(7)

Знак «+» перед arg(G(jω1)) стоит потому, что arg(G(jω1)) < 0. 

Для оценки запаса устойчивости используют также мини�

мальное расстояние sm от кривой годографа до точки [–1, j0]

(рис. 13). 

На практике считаются приемлемыми значения gm = 2...5,

ϕm = 30…60°, sm = 0,5...0,8 [2].

Для графика на рис. 13 эти критерии имеют следующие

значения:

● gm1 = 12,1; ϕm1 = 15°; sm1 = 0,303 (для случая Ti = 0,01 с,

Td = 0,1 с);

● gm2 = 11,8; ϕm2 = 47,6°; sm2 = 0,663 (для случая Ti = 0,05 с,

Td = 0,1 с);

● gm3 = 1,5; ϕm3 = 35,2°; sm3 = 0,251 (для случая Ti = 0,05 с,

Td = 1,1 с).

Если кривая годографа пересекает действительную ось в

нескольких точках, то для оценки запаса устойчивости берут

ту из них, которая наиболее близка к точке [–1, j0]. При бо�

лее сложном годографе может быть использована оценка за�

паса устойчивости как запас по задержке [2]. Запас по за�

держке – это минимальная задержка, при добавлении кото�

рой в контур он теряет устойчивость. Наиболее часто этот

критерий используется для оценки запаса устойчивости сис�

тем с предиктором Смита.

Частотный критерий устойчивости
Для графического представления передаточной функции

разомкнутой системы и оценки запаса устойчивости могут

быть использованы логарифмические АЧХ и ФЧХ (рис. 15).

Для оценки запаса по фазе сначала с помощью АЧХ находят

частоту ω1 (частота среза, или частота единичного усиления),

при которой G(jω1) = 1, затем по ФЧХ находят соответствую�

1180 arg( ( )).m G j°ϕ = + ω

0

1
.

( )
mg

G j
=

ω
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Рис. 14. Переходная характеристика замкнутой системы, которая

имеет годографы, показанные на рис. 13

Рис. 15. Оценка запаса по усилению и фазе для системы

с годографом, показанным на рис. 13
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щий за пас по фа зе. Для оцен ки за па са по уси ле нию сна ча ла
с по мо щью ФЧХ на хо дят час то ту ω180, на ко то рой фа зо вый
сдвиг ра вен 180°, за тем по АЧХ на хо дят за пас по уси ле нию.
На рис. 15 при ве де ны при ме ры гра фи че ских по строе ний для
оцен ки за па са по уси ле нию и фа зе для сис те мы, го до графы
ко то рой по ка заны на рис. 13.

Ес ли за пас по фа зе ра зомк ну то го кон ту ра ра вен 0° или за -
пас по уси ле нию ра вен 1, по сле за мы ка ния кон ту ра об рат ной
свя зи сис те ма ока жет ся не ус той чи вой.

Функ ции чув ст ви тель но сти
Пе ре да точ ная функ ция ре аль но го объ ек та P(s) мо жет из -

ме нять ся в про цес се функ цио ни ро ва ния на ве ли чи ну ΔP(s),
на при мер, вслед ст вие из ме не ния на груз ки на ва лу дви га те -
ля, чис ла яиц в ин ку ба то ре, уров ня или со ста ва жид ко сти в
ав то кла ве, вслед ст вие ста ре ния и из но са ма те риа ла, по яв ле -
ния люф та, из ме не ния смаз ки и т.п. Пра виль но спро ек ти ро -
ван ная сис те ма ав то ма ти че ско го ре гу ли ро ва ния долж на со -
хра нять свои по ка за те ли ка че ст ва не толь ко в иде аль ных ус -
ло ви ях, но и при на ли чии пе ре чис лен ных вред ных фак то ров.
Для оцен ки влия ния от но си тель но го из ме не ния пе ре да точ -
ной функ ции объ ек та ΔP/P на пе ре да точ ную функ цию замк -
ну той сис те мы Gcl [1]

(8)

найдём диф фе рен ци ал dGcl
:

(9)

По де лив обе час ти это го ра вен ст ва на Gcl и под ста вив в
пра вую часть Gcl = PR/(1+PR), по лу чим: 

(10)

Из (10) ви ден смысл ко эф фи ци ен та S – он ха рак те ри зу ет
сте пень влия ния от но си тель но го из ме не ния пе ре да точ ной
функ ции объ ек та на от но си тель ное из ме не ние пе ре да точ -
ной функ ции замк ну то го кон ту ра, то есть S яв ля ет ся ко эф -
фи ци ен том чув ст ви тель но сти замк ну то го кон ту ра к ва риа -
ции пе ре да точ ной функ ции объ ек та. По сколь ку ко эф фи ци -
ент S = S(jω) яв ля ет ся час то тно за ви си мым, его на зы ва ют
функ ци ей чув ст ви тель но сти [2]. 

Как сле ду ет из (10), 

(11)

Введём обо зна че ние: 

(12)

Ве ли чи на T на зы ва ет ся ком пле мен тар ной (до пол ни тель -
ной) функ ци ей чув ст ви тель но сти [2], по сколь ку S + T = 1.

Функ ция чув ст ви тель но сти по зво ля ет оце нить из ме не ние
свойств сис те мы по сле за мы ка ния об рат ной свя зи. По сколь -
ку пе ре да точ ная функ ция ра зомк ну той сис те мы рав на G =
PR, а замк ну той Gcl = PR/(1+PR), то их от но ше ние Gcl/G = S.
Ана ло гич но для ра зомк ну той сис те мы пе ре да точ ная функ -
ция от вхо да воз му ще ний d на вы ход замк ну той сис те мы рав -
на (см. [1]) P(s)/(1 + P(s)R(s)), а ра зомк ну той – P(s), сле до ва -
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щий запас по фазе. Для оценки запаса по усилению сначала

с помощью ФЧХ находят частоту ω180, на которой фазовый

сдвиг равен 180°, затем по АЧХ находят запас по усилению.

На рис. 15 приведены примеры графических построений для

оценки запаса по усилению и фазе для системы, годографы

которой показаны на рис. 13.

Если запас по фазе разомкнутого контура равен 0° или за�

пас по усилению равен 1, после замыкания контура обратной

связи система окажется неустойчивой.

Функции чувствительности
Передаточная функция реального объекта P(s) может из�

меняться в процессе функционирования на величину ΔP(s),

например, вследствие изменения нагрузки на валу двигате�

ля, числа яиц в инкубаторе, уровня или состава жидкости в

автоклаве, вследствие старения и износа материала, появле�

ния люфта, изменения смазки и т.п. Правильно спроектиро�

ванная система автоматического регулирования должна со�

хранять свои показатели качества не только в идеальных ус�

ловиях, но и при наличии перечисленных вредных факторов.

Для оценки влияния относительного изменения передаточ�

ной функции объекта ΔP/P на передаточную функцию замк�

нутой системы Gcl [1]

(8)

найдём дифференциал dGcl
:

(9)

( ) ( )2 2
.

1 1 1
cl

d PR R RP dP
dG dP dP

dP PR PPR PR

⎛ ⎞= = =⎜ ⎟⎝ ⎠+ + +

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ), ( )

1 ( ) ( ) 1 ( ) ( )
cl

P s R s P s R s
y s r s G s

P s R s P s R s
= =

+ +

Поделив обе части этого равенства на Gcl и подставив в

правую часть Gcl = PR/(1+PR), получим: 

(10)

Из (10) виден смысл коэффициента S – он характеризует

степень влияния относительного изменения передаточной

функции объекта на относительное изменение передаточ�

ной функции замкнутого контура, то есть S является коэф�

фициентом чувствительности замкнутого контура к вариа�

ции передаточной функции объекта. Поскольку коэффици�

ент S = S(jω) является частотно�зависимым, его называют

функцией чувствительности [2]. 

Как следует из (10), 

(11)

Введём обозначение: 

(12)

Величина T называется комплементарной (дополнитель�

ной) функцией чувствительности [2], поскольку S + T = 1.

Функция чувствительности позволяет оценить изменение

свойств системы после замыкания обратной связи. Посколь�

ку передаточная функция разомкнутой системы равна G =

PR, а замкнутой Gcl = PR/(1+PR), то их отношение Gcl/G = S.

Аналогично для разомкнутой системы передаточная функ�

ция от входа возмущений d на выход замкнутой системы рав�

на (см. [1]) P(s)/(1 + P(s)R(s)), а разомкнутой – P(s), следова�

1 .
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тель но, их от но ше ние так же рав но S. Для пе ре да точ ной
функ ции от вхо да шу ма из ме ре ний n на вы ход сис те мы мож -
но по лу чить то же от но ше ние S.

Та ким об ра зом, зная вид функ ции S(jω) (на при мер,
рис. 16), мож но ска зать, как из ме нит ся по дав ле ние внеш -
них воз дей ст вий на сис те му для раз ных час тот по сле за мы -
ка ния це пи об рат ной свя зи. Оче вид но, шу мы, ле жа щие в
диа па зо не час тот, в ко то ром |S(jω)| > 1, по сле за мы ка ния
об рат ной свя зи бу дут уси ли вать ся, а шу мы с час то та ми, на
ко то рых |S(jω)| < 1, по сле за мы ка ния об рат ной свя зи бу дут
ос лаб ле ны.

Наи худ ший слу чай (наи боль шее уси ле ние внеш них воз -
дей ст вий) бу дет на блю дать ся на час то те мак си му ма Ms мо ду -
ля функ ции чув ст ви тель но сти (рис. 16):

(13)

Мак си мум функ ции чув ст ви тель но сти мож но свя зать с за -
па сом ус той чи во сти sm (рис. 13). Для это го об ра тим вни ма -
ние на то, что |1 + G(jω)| пред став ля ет со бой рас стоя ние от
точ ки [–1, j0] до те ку щей точ ки на го до гра фе функ ции G(jω).
Сле до ва тель но, ми ни маль ное рас стоя ние от точ ки [–1, j0] до
функ ции G(jω) рав но:

(14)

Со пос тав ляя (13) и (14), мож но за клю чить, что sm = 1/Ms.
Ес ли с рос том час то ты мо дуль G(jω) умень ша ет ся, то, как

вид но из рис. 13, (1– sm) ≥ 1/gm. Под став ляя сю да со от но ше -
ние sm = 1/Ms, по лу чим оцен ку за па са по уси ле нию, вы ра -
жен ную че рез мак си мум функ ции чув ст ви тель но сти:

(15)

Ана ло гич но, но с бо лее гру бы ми до пу ще ния ми мож но за -
пи сать оцен ку за па са по фа зе че рез мак си мум функ ции чув -
ст ви тель но сти [2]:

(16)

На при мер, при Ms = 2 по лу чим gm ≥ 2 и ϕm ≥ 29°. 

Ро ба ст ность
Ро ба ст ность – это спо соб ность сис те мы со хра нять за дан -

ный за пас ус той чи во сти при ва риа ци ях её па ра мет ров, вы -

зван ных из ме не ни ем на груз ки (на при мер, при из -
ме не нии за груз ки пе чи ме ня ют ся её по сто ян ные
вре ме ни), тех но ло ги че ским раз бро сом па ра мет ров и
их ста ре ни ем, внеш ни ми воз дей ст вия ми, по греш -
но стя ми вы чис ле ний и по греш но стью мо де ли объ -
ек та. Ис поль зуя по ня тие чув ст ви тель но сти, мож но
ска зать, что ро ба ст ность – это низ кая чув ст ви тель -
ность за па са ус той чи во сти к ва риа ции па ра мет ров
объ ек та.

Ес ли па ра мет ры объ ек та из ме ня ют ся в не боль ших
пре де лах, ко гда мож но ис поль зо вать за ме ну диф фе -
рен циа ла ко неч ным при ра ще ни ем, влия ние из ме -
не ний па ра мет ров объ ек та на пе ре да точ ную функ -
цию замк ну той сис те мы мож но оце нить с по мо щью
функ ции чув ст ви тель но сти (10). В ча ст но сти, мож -
но сде лать вы вод, что на тех час то тах, где мо дуль
функ ции чув ст ви тель но сти мал, бу дет ма ло и влия -
ние из ме не ний па ра мет ров объ ек та на пе ре да точ -

ную функ цию замк ну той сис те мы и, со от вет ст вен но, на за -
пас ус той чи во сти. 

Для оцен ки влия ния боль ших из ме не ний па ра мет ров объ -
ек та пред ста вим пе ре да точ ную функ цию объ ек та в ви де двух
сла гае мых:

(17)

где P0 – расчётная пе ре да точ ная функ ция, ΔP – ве ли чи на от -
кло не ния от P0, ко то рая долж на быть ус той чи вой пе ре да точ -
ной функ ци ей. То гда пет ле вое уси ле ние ра зомк ну той сис те -
мы мож но пред ста вить в ви де G = RP0 + RΔP = G0 + RΔP. По -
сколь ку рас стоя ние от точ ки [–1, j0] до те ку щей точ ки A на
го до гра фе не воз мущённой сис те мы (для ко то рой ΔP = 0) рав -
но |1 + G0| (рис. 17), ус ло вие ус той чи во сти сис те мы с от кло не -
ни ем пет ле во го уси ле ния RΔP мож но пред ста вить в ви де:

от ку да

где T – до пол ни тель ная функ ция чув ст ви тель но сти (12).
Окон ча тель но мож но за пи сать со от но ше ние:

(18)

ко то рое долж но вы пол нять ся, что бы сис те ма со хра ня ла ус -
той чи вость при из ме не нии па ра мет ров про цес са на ве ли чи -
ну ΔP(jω).

Со кра ще ние ну лей и по лю сов
По сколь ку пе ре да точ ная функ ция ра зомк ну той сис те мы

G = RP яв ля ет ся про из ве де ни ем двух пе ре да точ ных функ -
ций, ко то рые в об щем слу чае име ют и чис ли тель, и зна ме на -
тель, то воз мож но со кра ще ние по лю сов, ко то рые ле жат в
пра вой по лу плос ко сти или близ ки к ней. По сколь ку в ре аль -
ных ус ло ви ях, ко гда су ще ст ву ет раз брос па ра мет ров, та кое
со кра ще ние вы пол ня ет ся не точ но, то мо жет воз ник нуть си -
туа ция, ко гда тео ре ти че ский ана лиз при во дит к вы во ду, что
сис те ма ус той чи ва, хо тя на са мом де ле при не боль шом от -
кло не нии па ра мет ров про цес са от расчётных зна че ний она
ста но вит ся не ус той чи вой.

По это му ка ж дый раз, ко гда про ис хо дит со кра ще ние по лю -
сов, не об хо ди мо про ве рять ус той чи вость сис те мы при ре аль -
ном раз бро се па ра мет ров объ ек та. 

В З А П И С Н У Ю К Н И Ж К У И Н Ж Е Н Е Р А
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тельно, их отношение также равно S. Для передаточной

функции от входа шума измерений n на выход системы мож�

но получить то же отношение S.

Таким образом, зная вид функции S(jω) (например,

рис. 16), можно сказать, как изменится подавление внеш�

них воздействий на систему для разных частот после замы�

кания цепи обратной связи. Очевидно, шумы, лежащие в

диапазоне частот, в котором |S(jω)| > 1, после замыкания

обратной связи будут усиливаться, а шумы с частотами, на

которых |S(jω)| < 1, после замыкания обратной связи будут

ослаблены.

Наихудший случай (наибольшее усиление внешних воз�

действий) будет наблюдаться на частоте максимума Ms моду�

ля функции чувствительности (рис. 16):

(13)

Максимум функции чувствительности можно связать с за�

пасом устойчивости sm (рис. 13). Для этого обратим внима�

ние на то, что |1 + G(jω)| представляет собой расстояние от

точки [–1, j0] до текущей точки на годографе функции G(jω).

Следовательно, минимальное расстояние от точки [–1, j0] до

функции G(jω) равно:

(14)

Сопоставляя (13) и (14), можно заключить, что sm = 1/Ms.

Если с ростом частоты модуль G(jω) уменьшается, то, как

видно из рис. 13, (1– sm) ≥ 1/gm. Подставляя сюда соотноше�

ние sm = 1/Ms, получим оценку запаса по усилению, выра�

женную через максимум функции чувствительности:

(15)

Аналогично, но с более грубыми допущениями можно за�

писать оценку запаса по фазе через максимум функции чув�

ствительности [2]:

(16)

Например, при Ms = 2 получим gm ≥ 2 и ϕm ≥ 29°. 

Робастность
Робастность – это способность системы сохранять задан�

ный запас устойчивости при вариациях её параметров, вы�

1
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званных изменением нагрузки (например, при из�

менении загрузки печи меняются её постоянные

времени), технологическим разбросом параметров и

их старением, внешними воздействиями, погреш�

ностями вычислений и погрешностью модели объ�

екта. Используя понятие чувствительности, можно

сказать, что робастность – это низкая чувствитель�

ность запаса устойчивости к вариации параметров

объекта.

Если параметры объекта изменяются в небольших

пределах, когда можно использовать замену диффе�

ренциала конечным приращением, влияние изме�

нений параметров объекта на передаточную функ�

цию замкнутой системы можно оценить с помощью

функции чувствительности (10). В частности, мож�

но сделать вывод, что на тех частотах, где модуль

функции чувствительности мал, будет мало и влия�

ние изменений параметров объекта на передаточ�

ную функцию замкнутой системы и, соответственно, на за�

пас устойчивости. 

Для оценки влияния больших изменений параметров объ�

екта представим передаточную функцию объекта в виде двух

слагаемых:

(17)

где P0 – расчётная передаточная функция, ΔP – величина от�

клонения от P0, которая должна быть устойчивой передаточ�

ной функцией. Тогда петлевое усиление разомкнутой систе�

мы можно представить в виде G = RP0 + RΔP = G0 + RΔP. По�

скольку расстояние от точки [–1, j0] до текущей точки A на

годографе невозмущённой системы (для которой ΔP = 0) рав�

но |1 + G0| (рис. 17), условие устойчивости системы с отклоне�

нием петлевого усиления RΔP можно представить в виде:

откуда

где T – дополнительная функция чувствительности (12).

Окончательно можно записать соотношение:

(18)

которое должно выполняться, чтобы система сохраняла ус�

тойчивость при изменении параметров процесса на величи�

ну ΔP(jω).

Сокращение нулей и полюсов
Поскольку передаточная функция разомкнутой системы

G = RP является произведением двух передаточных функ�

ций, которые в общем случае имеют и числитель, и знамена�

тель, то возможно сокращение полюсов, которые лежат в

правой полуплоскости или близки к ней. Поскольку в реаль�

ных условиях, когда существует разброс параметров, такое

сокращение выполняется неточно, то может возникнуть си�

туация, когда теоретический анализ приводит к выводу, что

система устойчива, хотя на самом деле при небольшом от�

клонении параметров процесса от расчётных значений она

становится неустойчивой.

Поэтому каждый раз, когда происходит сокращение полю�

сов, необходимо проверять устойчивость системы при реаль�

ном разбросе параметров объекта. 
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Рис. 16. Функции чувствительности для системы с годографами, показанными

на рис. 13
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Рис. 16. Функции чувствительности для системы с годографами, показанными

на рис. 13



Вто рым эф фек том со кра ще ния по лю -
сов яв ля ет ся по яв ле ние су ще ст вен но го
раз ли чия ме ж ду вре ме нем ус та нов ле ния
пе ре ход но го про цес са в замк ну той сис те -
ме при воз дей ст вии сиг на ла ус тав ки и
внеш них воз му ще ний. По это му не об хо -
ди мо про ве рять ре ак цию син те зи ро ван -
но го ре гу ля то ра при воз дей ст вии не толь -
ко сиг на ла ус тав ки, но и внеш них воз му -
ще ний. 

Без удар ное пе ре клю че ние
режимов ре гу ли ро ва ния

В ПИДре гу ля то рах мо гут су ще ст во вать
ре жи мы, ко гда их па ра мет ры из ме ня ют ся
скач ком. На при мер, ко гда в ра бо таю щей
сис те ме тре бу ет ся из ме нить по сто ян ную
ин тег ри ро ва ния или ко гда по сле руч но го
управ ле ния сис те мой не об хо ди мо пе рей -
ти на ав то ма ти че ский ре жим. В опи сан -
ных слу ча ях мо гут поя вить ся не же ла тель -
ные вы бро сы ре гу ли руе мой ве ли чи ны, ес -
ли не при нять спе ци аль ных мер. По это му
воз ни ка ет за да ча плав но го («без удар но го») пе ре клю че ния
ре жи мов ра бо ты или па ра мет ров ре гу ля то ра. 

Ос нов ной ме тод ре ше ния про бле мы за клю ча ет ся в по -
строе нии та кой струк ту ры ре гу ля то ра, ко гда из ме не ние па -
ра мет ра вы пол нят ся до эта па ин тег ри ро ва ния. На при мер,
при из ме няю щем ся па ра мет ре Ti = Ti (t) ин те граль ный член
мож но за пи сать в двух фор мах:

В пер вом слу чае при скач ко об раз ном из ме не нии Ti (t) ин -
те граль ный член бу дет ме нять ся скач ком, во вто ром слу чае –
плав но, по сколь ку Ti (t) на хо дит ся под зна ком ин те гра ла,
зна че ние ко то ро го не мо жет из ме нять ся скач ком. 
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Вторым эффектом сокращения полю�

сов является появление существенного

различия между временем установления

переходного процесса в замкнутой систе�

ме при воздействии сигнала уставки и

внешних возмущений. Поэтому необхо�

димо проверять реакцию синтезирован�

ного регулятора при воздействии не толь�

ко сигнала уставки, но и внешних возму�

щений. 

Безударное переключение
режимов регулирования

В ПИД�регуляторах могут существовать

режимы, когда их параметры изменяются

скачком. Например, когда в работающей

системе требуется изменить постоянную

интегрирования или когда после ручного

управления системой необходимо перей�

ти на автоматический режим. В описан�

ных случаях могут появиться нежелатель�

ные выбросы регулируемой величины, ес�

ли не принять специальных мер. Поэтому

возникает задача плавного («безударного») переключения

режимов работы или параметров регулятора. 

Основной метод решения проблемы заключается в по�

строении такой структуры регулятора, когда изменение па�

раметра выполнятся до этапа интегрирования. Например,

при изменяющемся параметре Ti = Ti (t) интегральный член

можно записать в двух формах:

В первом случае при скачкообразном изменении Ti (t) ин�

тегральный член будет меняться скачком, во втором случае –

плавно, поскольку Ti (t) находится под знаком интеграла,

значение которого не может изменяться скачком. 

1 1
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Рис. 17. Пояснение к выводу соотношения (18) Рис. 17. Пояснение к выводу соотношения (18) 
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Серия ZUP (Zero-Up) 
• Выходная мощность 200/400/800 Вт
• Встроенный интерфейс RS-232/485 (GPIB по заказу)
• Универсальный вход 85-265 В переменного тока
• Выходные напряжения до 120 В, ток нагрузки до 132 A
• Программная калибровка

Cерия Genesys™
• Выходная мощность 750/1500/3300/10 000/15 000 Вт
• Встроенный интерфейс RS-232/485 (GPIB IEEE488/488.2 SCPI 

по заказу)
• Выходные напряжения до 600 В, ток нагрузки до 1000 A
• Конфигурирование посредством внешнего 

напряжения/тока и ПО
• Драйверы LabView и LabWindows
• Высота 1U, 2U и 3U

Применения ZUP и Genesys™
• Автоматическое испытательное оборудование
• Управление технологическими процессами
• Электротермотренировка полупроводниковых изделий
• Лазеры
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Ана ло гич ный ме тод реа ли зу ет ся в ин кре мент ной фор ме
ПИДре гу ля то ра (см. под раз дел «Ин кре мент ная фор ма
циф ро во го ПИДре гу ля то ра») и в по сле до ва тель ной фор ме
ПИДре гу ля то ра [1], где ин тег ри ро ва ние вы пол ня ет ся на
за клю чи тель ной ста дии вы чис ле ния управ ляю ще го воз дей -
ст вия.

Дис крет ная фор ма ре гу ля то ра
Не пре рыв ные пе ре мен ные удоб но ис поль зо вать для ана -

ли за и син те за ПИДре гу ля то ров. Для тех ни че ско го во пло -
ще ния не об хо ди мо пе рей ти к дис крет ной фор ме урав не -
ний, по сколь ку ос но вой всех ре гу ля то ров яв ля ет ся мик ро -
кон трол лер, кон трол лер или ком пь ю тер, ко то рый опе ри ру -
ет с пе ре мен ны ми, по лу чен ны ми из ана ло го вых сиг на лов
по сле их кван то ва ния по вре ме ни и дис кре ти за ции по уров -
ню. 

Вслед ст вие ко неч но го вре ме ни вы чис ле ния управ ляю ще го
воз дей ст вия в мик ро кон трол ле ре и за держ ки ана ло гоциф -
ро во го пре об ра зо ва ния ме ж ду мо мен том по сту п ле ния ана -
ло го во го сиг на ла на вход ре гу ля то ра и по яв ле ни ем управ -
ляю ще го воз дей ст вия на его вы хо де по яв ля ет ся не же ла тель -
ная за держ ка, ко то рая уве ли чи ва ет об щую за держ ку в кон ту -
ре ре гу ли ро ва ния и сни жа ет за пас ус той чи во сти. 

Ос нов ным эф фек том, ко то рый по яв ля ет ся при дис кре ти -
за ции и ко то рый час то «от кры ва ют за но во», яв ля ет ся по яв -
ле ние али ас ных час тот в спек тре кван то ван но го сиг на ла в
слу чае, ко гда час то та кван то ва ния не дос та точ но вы со ка.
Ана ло гич ный эф фект воз ни ка ет при ки носъёмке вра щаю -
ще го ся ко ле са ав то мо би ля. Час то та али ас но го сиг на ла рав на
раз но сти ме ж ду час то той по ме хи и час то той кван то ва ния.
При этом вы со ко час тот ный сиг нал по ме хи сме ща ет ся в низ -
ко час тот ную об ласть, где на кла ды ва ет ся на по лез ный сиг нал
и соз даёт боль шие про бле мы, по сколь ку от фильт ро вать его
на этой ста дии не воз мож но.  

Для уст ра не ния али ас но го эф фек та пе ред вхо дом ана ло -
гоциф ро во го пре об ра зо ва те ля не об хо ди мо ус та но вить ана -
ло го вый фильтр, ко то рый бы ос лаб лял по ме ху, по край ней
ме ре, на по ря док на час то те, рав ной по ло ви не час то ты кван -
то ва ния. Обыч но ис поль зу ют фильтр Бат тер вор та вто ро го
или бо лее вы со ко го по ряд ка. Вто рым ва ри ан том ре ше ния
про бле мы яв ля ет ся уве ли че ние час то ты кван то ва ния так,
что бы она, по край ней ме ре, в 2 раза (со глас но тео ре ме Ко -
тель ни ко ва) бы ла вы ше мак си маль ной час то ты спек тра по -
ме хи. Это по зво ля ет при ме нить по сле кван то ва ния циф ро -
вой фильтр ниж них час тот. При та кой час то те дис кре ти за -
ции по лу чен ный циф ро вой сиг нал с точ ки зре ния ко ли че ст -
ва ин фор ма ции пол но стью эк ви ва лен тен ана ло го во му, и все
свой ст ва ана ло го во го ре гу ля то ра мож но рас про стра нить на
циф ро вой.

Пе ре ход к ко неч нораз но ст ным урав не ни ям
Пе ре ход к дис крет ным пе ре мен ным в урав не ни ях ана ло го -

во го ре гу ля то ра вы пол ня ет ся путём за ме ны про из вод ных и
ин те гра лов их дис крет ны ми ана ло га ми. Ес ли урав не ние за -
пи са но в опе ра тор ной фор ме, то сна ча ла вы пол ня ют пе ре ход
из об лас ти изо бра же ний в об ласть ори ги на лов. При этом
опе ра тор диф фе рен ци ро ва ния за ме ня ют про из вод ной, опе -
ра тор ин тег ри ро ва ния – ин те гра лом. 

Су ще ст ву ет мно же ст во спо со бов ап прок си ма ции про из -
вод ных и ин те гра лов их дис крет ны ми ана ло га ми, ко то рые
из ло же ны в кур сах чис лен ных ме то дов ре ше ния диф фе рен -
ци аль ных урав не ний. В ПИДре гу ля то рах наи бо лее рас про -
странённы ми яв ля ют ся про стей шие ви ды ап прок си ма ции

про из вод ной ко неч ной раз но стью и ин те гра ла – ко неч ной
сум мой. Рас смот рим ин те граль ный член ПИДре гу ля то ра: 

Про диф фе рен ци ро вав обе час ти по вре ме ни, 

по лу чим За ме няя диф фе рен циа лы в этом вы -

ра же нии ко неч ны ми раз но стя ми (ле вы ми раз но стя ми), 

по лу чим где ин декс i обо зна ча ет, что дан ная

ве ли чи на взя та в мо мент вре ме ни ti (об ра тим вни ма ние, что
здесь и да лее ин декс i в Ti обо зна ча ет не но мер вре мен но го
ша га, а ин те граль ный ко эф фи ци ент ПИДре гу ля то ра). Из
по след не го вы ра же ния по лу чим:

(19)

Та ким об ра зом, оче ред ное зна че ние ин те гра ла мож но вы -
чис лить, зная пре ды ду щее и зна че ние ошиб ки в пре ды ду щий
мо мент вре ме ни. Од на ко та кая фор мула име ет свой ст во на -
ка п ли вать ошиб ку вы чис ле ний с те че ни ем вре ме ни, ес ли от -
но ше ние Δt/Ti не дос та точ но ма ло. Бо лее ус той чи ва дру гая
фор му ла ин тег ри ро ва ния – с пра вы ми раз но стя ми, ко гда
зна че ние ошиб ки берётся в тот же мо мент вре ме ни, что и вы -
чис ляе мый ин те грал:

(20)

Рас смот рим диф фе рен ци аль ный член ПИДре гу ля то ра с

фильт ром: (см. раз дел «По -

греш ность диф фе рен ци ро ва ния и шум»). Пе ре хо дя в этой
фор му ле от изо бра же ний к ори ги на лам, по лу чим: 

За ме няя диф фе рен циа лы ко неч -

ны ми при ра ще ния ми, по лу чим раз но ст ное урав не ние: 

(21)

От ме тим, что для схо ди мо сти ите ра ци он но го про цес са

(21) не об хо ди мо, что бы то есть

(22)

При Δt > Td/N ите ра ци он ный про цесс (21) ста но вит ся ко -
ле ба тель ным, что не до пус ти мо для ПИДре гу ля то ра.

Луч ши ми ха рак те ри сти ка ми об ла да ет раз но ст ное урав не -
ние, по лу чен ное при ис поль зо ва нии пра вых раз но стей:

(23)

Здесь ус ло вие схо ди мо сти  вы пол ня ет ся для всех Δt, и ни
при ка ких зна че ни ях па ра мет ров не воз ни ка ет ко ле ба ний.
Кро ме то го, по след няя фор му ла по зво ля ет «от клю чить»
диф фе рен ци аль ную со став ляю щую в ПИДре гу ля то ре путём
на зна че ния Td = 0, че го нель зя сде лать в вы ра же нии (21), по -
сколь ку при этом воз ни ка ет де ле ние на ноль. 

Мож но ис поль зо вать ещё бо лее точ ные фор му лы чис лен -
но го диф фе рен ци ро ва ния и ин тег ри ро ва ния, из вест ные из
кур са чис лен ных ме то дов ре ше ния урав не ний. 

Ве ли чи на так та кван то ва ния Δt вы би ра ет ся как мож но
мень ше, это улуч ша ет ка че ст во ре гу ли ро ва ния. Для обес пе -
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Аналогичный метод реализуется в инкрементной форме

ПИД�регулятора (см. подраздел «Инкрементная форма

цифрового ПИД�регулятора») и в последовательной форме

ПИД�регулятора [1], где интегрирование выполняется на

заключительной стадии вычисления управляющего воздей�

ствия.

Дискретная форма регулятора
Непрерывные переменные удобно использовать для ана�

лиза и синтеза ПИД�регуляторов. Для технического вопло�

щения необходимо перейти к дискретной форме уравнений,

поскольку основой всех регуляторов является микрокон�

троллер, контроллер или компьютер, который оперирует с

переменными, полученными из аналоговых сигналов после

их квантования по времени и дискретизации по уровню. 

Вследствие конечного времени вычисления управляющего

воздействия в микроконтроллере и задержки аналого�циф�

рового преобразования между моментом поступления ана�

логового сигнала на вход регулятора и появлением управ�

ляющего воздействия на его выходе появляется нежелатель�

ная задержка, которая увеличивает общую задержку в конту�

ре регулирования и снижает запас устойчивости. 

Основным эффектом, который появляется при дискрети�

зации и который часто «открывают заново», является появ�

ление алиасных частот в спектре квантованного сигнала в

случае, когда частота квантования недостаточно высока.

Аналогичный эффект возникает при киносъёмке вращаю�

щегося колеса автомобиля. Частота алиасного сигнала равна

разности между частотой помехи и частотой квантования.

При этом высокочастотный сигнал помехи смещается в низ�

кочастотную область, где накладывается на полезный сигнал

и создаёт большие проблемы, поскольку отфильтровать его

на этой стадии невозможно.  

Для устранения алиасного эффекта перед входом аналого�

цифрового преобразователя необходимо установить анало�

говый фильтр, который бы ослаблял помеху, по крайней ме�

ре, на порядок на частоте, равной половине частоты кванто�

вания. Обычно используют фильтр Баттерворта второго или

более высокого порядка. Вторым вариантом решения про�

блемы является увеличение частоты квантования так, чтобы

она, по крайней мере, в 2 раза (согласно теореме Котельни�

кова) была выше максимальной частоты спектра помехи.

Это позволяет применить после квантования цифровой

фильтр нижних частот. При такой частоте дискретизации

полученный цифровой сигнал с точки зрения количества

информации полностью эквивалентен аналоговому, и все

свойства аналогового регулятора можно распространить на

цифровой.

Переход к конечно(разностным уравнениям
Переход к дискретным переменным в уравнениях аналого�

вого регулятора выполняется путём замены производных и

интегралов их дискретными аналогами. Если уравнение за�

писано в операторной форме, то сначала выполняют переход

из области изображений в область оригиналов. При этом

оператор дифференцирования заменяют производной, опе�

ратор интегрирования – интегралом. 

Существует множество способов аппроксимации произ�

водных и интегралов их дискретными аналогами, которые

изложены в курсах численных методов решения дифферен�

циальных уравнений. В ПИД�регуляторах наиболее распро�

странёнными являются простейшие виды аппроксимации

производной конечной разностью и интеграла – конечной

суммой. Рассмотрим интегральный член ПИД�регулятора:

Продифференцировав обе части по времени, 

получим Заменяя дифференциалы в этом вы�

ражении конечными разностями (левыми разностями),

получим где индекс i обозначает, что данная

величина взята в момент времени ti (обратим внимание, что

здесь и далее индекс i в Ti обозначает не номер временного

шага, а интегральный коэффициент ПИД�регулятора). Из

последнего выражения получим:

(19)

Таким образом, очередное значение интеграла можно вы�

числить, зная предыдущее и значение ошибки в предыдущий

момент времени. Однако такая формула имеет свойство на�

капливать ошибку вычислений с течением времени, если от�

ношение Δt/Ti недостаточно мало. Более устойчива другая

формула интегрирования – с правыми разностями, когда

значение ошибки берётся в тот же момент времени, что и вы�

числяемый интеграл:

(20)

Рассмотрим дифференциальный член ПИД�регулятора с

фильтром: (см. раздел «По�

грешность дифференцирования и шум»). Переходя в этой

формуле от изображений к оригиналам, получим: 

Заменяя дифференциалы конеч�

ными приращениями, получим разностное уравнение: 

(21)

Отметим, что для сходимости итерационного процесса

(21) необходимо, чтобы то есть

(22)

При Δt > Td/N итерационный процесс (21) становится ко�

лебательным, что недопустимо для ПИД�регулятора.

Лучшими характеристиками обладает разностное уравне�

ние, полученное при использовании правых разностей:

(23)

Здесь условие сходимости  выполняется для всех Δt, и ни

при каких значениях параметров не возникает колебаний.

Кроме того, последняя формула позволяет «отключить»

дифференциальную составляющую в ПИД�регуляторе путём

назначения Td = 0, чего нельзя сделать в выражении (21), по�

скольку при этом возникает деление на ноль. 

Можно использовать ещё более точные формулы числен�

ного дифференцирования и интегрирования, известные из

курса численных методов решения уравнений. 

Величина такта квантования Δt выбирается как можно

меньше, это улучшает качество регулирования. Для обеспе�
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че ния хо ро ше го ка че ст ва ре гу ли ро ва ния он не дол жен быть
боль ше чем 1/15...1/6 от вре ме ни ус та нов ле ния пе ре ход ной
ха рак те ри сти ки объ ек та по уров ню 0,95 или 1/4...1/6 от ве ли -
чи ны транс порт ной за держ ки [7]. Од на ко при уве ли че нии
час то ты кван то ва ния бо лее чем в 2 раза по срав не нию с верх -
ней час то той спек тра воз му щаю щих сиг на лов (по тео ре ме
Ко тель ни ко ва) даль ней ше го улуч ше ния ка че ст ва ре гу ли ро -
ва ния не про ис хо дит. 

Ес ли на вхо де ре гу ля то ра нет ан ти али ас но го фильт ра, то
час то ту кван то ва ния вы би ра ют в 2 раза вы ше верх ней гра -
нич ной час то ты спек тра по ме хи, что бы ис поль зо вать циф -
ро вую фильт ра цию. Не об хо ди мо учи ты вать так же, что ис -
пол ни тель ное уст рой ст во долж но ус петь от ра бо тать за вре -
мя Δt.

Ес ли кон трол лер ис поль зу ет ся не толь ко для ре гу ли ро ва -
ния, но и для ава рий ной сиг на ли за ции, то такт кван то ва ния
не мо жет быть мень ше, чем до пус ти мая за держ ка сра ба ты ва -
ния сиг на ла ава рии.

При ма лом так те кван то ва ния уве ли чи ва ет ся по греш ность
вы чис ле ния про из вод ной. Для её сни же ния мож но ис поль -
зо вать сгла жи ва ние по лу чае мых дан ных по не сколь ким со -
бран ным точ кам пе ред эта пом диф фе рен ци ро ва ния.

Урав не ние циф ро во го ПИДре гу ля то ра
Ос но вы ва ясь на из ло жен ном ра нее, урав не ние дис крет но -

го ПИДре гу ля то ра мож но за пи сать в ви де:

(24)

где i – но мер вре мен но го так та. Для на ча ла ра бо ты ал го рит -
ма вы би ра ют обыч но uD0 = 0, I0 = 0, e0 = 0, од на ко мо гут быть
и дру гие на чаль ные ус ло вия, в за ви си мо сти от смыс ла кон -
крет ной за да чи ре гу ли ро ва ния.

От ме тим, что ал го ритм, по лу чен ный путём про стой за ме -
ны опе ра то ров диф фе рен ци ро ва ния и ин тег ри ро ва ния в
клас си че ском урав не нии ПИДре гу ля то ра

(25)

ко неч ны ми раз но стя ми и ко неч ны ми сум ма ми

(26)

об ла да ет пло хой ус той чи во стью и низ кой точ но стью, как это
бы ло по ка за но ра нее. Од на ко с рос том час то ты дис кре ти за -
ции раз ли чие ме ж ду при ведённы ми дву мя ал го рит ма ми сти -
ра ет ся. 

Ин кре мент ная фор ма циф ро во го ПИДре гу ля то ра
До воль но час то, осо бен но в ней ро се те вых и фаз зире гу ля -

то рах, ис поль зу ют урав не ние ПИДре гу ля то ра в ви де за ви -
си мо сти при ра ще ния управ ляю щей ве ли чи ны от ошиб ки ре -
гу ли ро ва ния и её про из вод ных (без ин те граль но го чле на).
Та кое пред став ле ние удоб но, ко гда роль ин те гра то ра вы пол -
ня ет внеш нее уст рой ст во, на при мер обыч ный или ша го вый
дви га тель. Угол по во ро та его оси про пор цио на лен зна че нию
управ ляю ще го сиг на ла и вре ме ни. В фаз зире гу ля то рах при
фор му ли ров ке нечётких пра вил экс перт мо жет сфор му ли ро -
вать за ви си мость управ ляю щей ве ли чи ны от ве ли чи ны про -

из вод ной, а от ве ли чи ны ин те гра ла – не мо жет, по сколь ку
ин те грал «за по ми на ет» всю пре дыс то рию из ме не ния ошиб -
ки, ко то рую че ло век пом нить не мо жет.

Ин кре мент ная фор ма ПИДре гу ля то ра по лу ча ет ся путём
диф фе рен ци ро ва ния урав не ния (25):

Для по лу че ния ну ле вой ошиб ки ре гу ли ро ва ния на вы хо де
ин кре мент но го ре гу ля то ра дол жен сто ять ин те гра тор
(рис. 18): 

Пе ре хо дя в по лу чен ных вы ра же ни ях к ко неч ным раз но -
стям, по лу чим дис крет ную фор му ин кре мент но го ПИДре -
гу ля то ра:

(27)

где Δui+1 = ui+1 – ui, Δei = ei – ei–1.
Бо лее ус той чи вое и точ ное раз но ст ное урав не ние мож но

по лу чить, под ста вив в фор му лу Δui+1 = ui+1 – ui вы ра же ния
для ui+1 и ui из (24).

Ин кре мент ная фор ма ре гу ля то ра удоб на для при ме не ния в
мик ро кон трол ле рах, по сколь ку в ней ос нов ная часть вы чис -
ле ний вы пол ня ет ся с при ра ще ния ми, для пред став ле ния ко -
то рых мож но ис поль зо вать сло во с ма лым ко ли че ст вом дво -
ич ных раз ря дов. Для по лу че ния зна че ния управ ляю щей ве -
ли чи ны мож но вы пол нить на ко пи тель ное сум ми ро ва ние на
фи наль ной ста дии вы чис ле ний: ui+1 = ui + Δui+1. ●
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чения хорошего качества регулирования он не должен быть

больше чем 1/15...1/6 от времени установления переходной

характеристики объекта по уровню 0,95 или 1/4...1/6 от вели�

чины транспортной задержки [7]. Однако при увеличении

частоты квантования более чем в 2 раза по сравнению с верх�

ней частотой спектра возмущающих сигналов (по теореме

Котельникова) дальнейшего улучшения качества регулиро�

вания не происходит. 

Если на входе регулятора нет антиалиасного фильтра, то

частоту квантования выбирают в 2 раза выше верхней гра�

ничной частоты спектра помехи, чтобы использовать циф�

ровую фильтрацию. Необходимо учитывать также, что ис�

полнительное устройство должно успеть отработать за вре�

мя Δt.

Если контроллер используется не только для регулирова�

ния, но и для аварийной сигнализации, то такт квантования

не может быть меньше, чем допустимая задержка срабатыва�

ния сигнала аварии.

При малом такте квантования увеличивается погрешность

вычисления производной. Для её снижения можно исполь�

зовать сглаживание получаемых данных по нескольким со�

бранным точкам перед этапом дифференцирования.

Уравнение цифрового ПИД(регулятора
Основываясь на изложенном ранее, уравнение дискретно�

го ПИД�регулятора можно записать в виде:

(24)

где i – номер временного такта. Для начала работы алгорит�

ма выбирают обычно uD0 = 0, I0 = 0, e0 = 0, однако могут быть

и другие начальные условия, в зависимости от смысла кон�

кретной задачи регулирования.

Отметим, что алгоритм, полученный путём простой заме�

ны операторов дифференцирования и интегрирования в

классическом уравнении ПИД�регулятора

(25)

конечными разностями и конечными суммами

(26)

обладает плохой устойчивостью и низкой точностью, как это

было показано ранее. Однако с ростом частоты дискретиза�

ции различие между приведёнными двумя алгоритмами сти�

рается. 

Инкрементная форма цифрового ПИД(регулятора
Довольно часто, особенно в нейросетевых и фаззи�регуля�

торах, используют уравнение ПИД�регулятора в виде зави�

симости приращения управляющей величины от ошибки ре�

гулирования и её производных (без интегрального члена).

Такое представление удобно, когда роль интегратора выпол�

няет внешнее устройство, например обычный или шаговый

двигатель. Угол поворота его оси пропорционален значению

управляющего сигнала и времени. В фаззи�регуляторах при

формулировке нечётких правил эксперт может сформулиро�

вать зависимость управляющей величины от величины про�
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изводной, а от величины интеграла – не может, поскольку

интеграл «запоминает» всю предысторию изменения ошиб�

ки, которую человек помнить не может.

Инкрементная форма ПИД�регулятора получается путём

дифференцирования уравнения (25):

Для получения нулевой ошибки регулирования на выходе

инкрементного регулятора должен стоять интегратор

(рис. 18): 

Переходя в полученных выражениях к конечным разно�

стям, получим дискретную форму инкрементного ПИД�ре�

гулятора:

(27)

где Δui+1 = ui+1 – ui, Δei = ei – ei–1.

Более устойчивое и точное разностное уравнение можно

получить, подставив в формулу Δui+1 = ui+1 – ui выражения

для ui+1 и ui из (24).

Инкрементная форма регулятора удобна для применения в

микроконтроллерах, поскольку в ней основная часть вычис�

лений выполняется с приращениями, для представления ко�

торых можно использовать слово с малым количеством дво�

ичных разрядов. Для получения значения управляющей ве�

личины можно выполнить накопительное суммирование на

финальной стадии вычислений: ui+1 = ui + Δui+1. ●
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Рис. 18. Инкрементная форма ПИД�регулятора
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Рис. 18. Инкрементная форма ПИД-регулятора


